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KATA PENGANTAR 
 

 

Puji dan syukur pantas kita panjatkan ke hadirat Tuhan, yang karena anugerahNya maka 
Seminar Nasional Sains dan Pendidikan Sains ke-8 dapat terlaksana. Seminar ini 
dilaksanakan juga dalam rangka peringatan Dies Natalis yang ke 21 Fakultas Sains dan 
Matematika (FSM) Universitas Kristen Satya Wacana yakni tanggal 8 Juni 2013. Seminar 
yang bertema ”Pembelajaran Sains yang Menarik dan Menantang” tahun ini diberi 
sub-tema Memajukan Dukungan Sains dan Matematika pada Dunia Bisnis, Industri dan 
Pendidikan. 

Seminar menghadirkan Pembicara-pembicara utama yang terpilih dari bidangnya, yaitu: 
1. Kimia: Bapak Muhamad A. Martoprawiro, Ph.D. ; Institut Teknologi Bandung; 
2. Matematika: Dr. Sutanto, S.Si. DEA; Universitas Negeri Sebelas Maret Surakarta; 
3. Fisika: Prof.Dr. Wahyu Setia Budi, MS.; Universitas Diponegoro. 
Sebagai suatu wahana ilmiah untuk mengkomunikasikan temuan-temuan riset dan 
pengalaman, seminar ini mengundang partisipasi kaum akademisi maupun periset dari 
lembaga-lembaga riset dan pengembangan teknologi. Terdaftar 175 orang peserta, dari 
antaranya terdaftar76 makalah. 
Atas nama seluruh anggota Panitia, saya sampaikan ucapan terima kasih yang tulus kepada 
para Pembicara Utama, Pemakalah, dan Peserta yang berpartisipasi aktif dalam Seminar 
ini. Semoga Seminar ini benar-benar dapat menjadi masukan untuk pengembangan bidang 
Sains dan Matematika, khususnya dalam rangka mendukung pendaya-gunaan ilmu dan 
meningkatkan relevansinya terhadap dunia bisnis, industri, serta pembelajaran, seperti 
tujuan yang sudah ditetapkan. 
Meskipun Seminar Nasional ini sudah dirancang jauh-jauh hari sebelum pelaksanaannya, 
tetapi tentu tidak lepas dari kekurangan dan kesalahan. Untuk itu dengan kerendahan hati 
kami memohon maaf. 
 
Terima kasih. 
 
 
Salatiga, 15 Juni 2013 
 
 
 
Tundjung Mahatma S.Pd, M.Kom 
Ketua Panitia 
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SAMBUTAN DEKAN 

Puji syukur kita panjatkan kepada Tuhan yang Maha Esa atas anugerahNya besar 
sehingga seminar ini dapat dipersiapkan, dirancang dan hari ini diselenggarakan dengan 
baik. Sebagai Dekan saya mewakili keluarga besar FSM menyampaikan rasa terima kasih 
sebesar-besarnya bagi Rektor UKSW yang telah mendukung acara ini secara konsisten 
dari tahun-tahun lalu, hingga seminar yang ke VIII ini, juga kepada segenap panitia 
seminar yang telah membuktikan kegigihannya dalam mempersiapkan seminar juga 
kepada para pembicara utama. Kimia: Bapak Muhamad A. Martoprawiro, Ph.D. ; Institut 
Teknologi Bandung Matematika: Dr. Sutanto, S.Si. DEA; Universitas Negeri Sebelas 
Maret Surakarta; Fisika: Prof.Dr. Wahyu Setia Budi, MS.; Universitas Diponegoro dan 
para kontribusi makalah pararel yang dating dari berbagai penjuru tanah air, dari 
Perguruan Tinggi, Instansi, maupun sekolah-sekolah, juga dari pada donator Tiara Jaya, 
PLN dan lainnya, serta terima kasih untuk segenap hadirin. 
 Seminar ini selalu dibuat tiap tahun di FSM UKSW untuk menggalang berbagai 
ide-ide ilmiah dari skala atom sampai alam semesta, dan teori fundamental sampai 
teknologi tepat guna, dengan harapan bahwa pemikiran-pemikiran ilmiah ini akan berguna 
bagi umat manusia kelak. Pasti tidak ada hasil yang sempurna, untuk itu para peneliti dan 
hadirin dimohon untuk saling berinteraksi untuk memperkaya karya-karya ilmiah ini. 
Tidak ada karya yang salah, karena semua sedang dalam proses mencari tahu rahasia alam 
semesta ini. Dan akhirnya berujung pada pemahaman bahwa Tuhan Pencipta Alam adalah 
yang Maha Kuasa. 
 Kami menyadari bahwa penyelenggaraan seminar ini pasti mengandung banyak 
kelemahan, kekurangan maupun cacat dibanyak segi. Mohon maaf sebesar-besarnya untuk 
ini. Semoga tahun-tahun berikutnya kualitas seminar dapat ditingkatkan seiring dengan  
rencana FSM untuk membuka program-program studi yang baru, yaitu S2 Pendidikan 
Fisika dan S1 Pendidikan Kimia, mohon doa restu untuk rencana ini.. 
 Akhir kata selamat berseminar semoga mendapat pencerahan dan ide-ide ilmiah 
penting, dan selamat berkarya.  
            Terima kasih              
 
                                                                            Salatiga, 15 Juni 2013 
 
 
 

    Dr. Suryasatriya Trihandaru, S.Si, M.Sc.nat                         
    Dekan  FSM                                  
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ABSTRAK 
 

 Makalah ini membahas aljabar matriks atas aljabar max-min interval (matriks interval) dan suatu cara 
untuk mempermudah pengoperasian matriks interval melalui interval matriksnya. Aljabar matriks ini 
merupakan perluasan aljabar matriks atas aljabar max-min dan dapat menjadi dasar pembahasan aljabar 
matriks max-min bilangan kabur. Dapat ditunjukkan bahwa himpunan semua matriks interval yang 
dilengkapi dengan operasi perkalian skalar max-min dan penjumlahan max-min merupakan semimodul. 
Himpunan semua matriks persegi atas aljabar max-min interval yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan 
max-min dan perkalian max-min merupakan semiring idempoten. Sebagai jaminan dapat dilakukan 
pengoperasian matriks interval melalui interval matriksnya, ditunjukkan bahwa semimodul himpunan semua 
matriks interval isomorfis dengan semimodul himpunan interval matriks yang bersesuaian, dan semiring 
himpunan semua matriks interval persegi isomorfis dengan semiring himpunan interval matriks persegi yang 
bersesuaian. 
 
Kata-kata kunci:aljabar matriks, aljabar max-min, interval,semiring, semimodul. 
 
 
 
PENDAHULUAN 
Aljabar max-min, yaitu himpunan semua 
bilangan real Rdilengkapi dengan operasi max 
(maksimum) dan min (minimum), telah dapat 
digunakan dengan baik untuk memodelkan dan 
menganalisis masalah lintasan kapasitas 
maksimum ([2]). 
 
Dalam masalah pemodelan dan analisa suatu 
jaringan kadang-kadang kapasitasnya belum 
diketahui, misalkan karena masih pada tahap 
perancangan, data-data mengenai kapasitas 
belum diketahui secara pasti maupun 
distribusinya. Kapasitas-kapasitas ini dapat 
diperkirakan berdasarkan pengalaman maupun 
pendapat dari para ahli maupun operator 
jaringan tersebut. Dalam hal ini kapasitas 
jaringan dapat dimodelkan dengan suatu 
interval bilangan real, yang selanjutnya disebut 
dengan interval. 
 
Pemodelan dan analisa pada masalah lintasan 
kapasitas maksimum dengan kapasitas yang 
berupa interval, sejauh peneliti ketahui, belum 
ada yang membahas, terlebih dengan 
menggunakan pendekatan aljabar max-min 
seperti halnya yang telah dilakukan untuk 
model deterministik dan probabilistik. Seperti 

telah diketahui pendekatan penyelesaian 
masalah jaringan dengan menggunakan aljabar 
max-min dapat memberikan hasil analitis dan 
lebih mempermudah dalam komputasinya.  
 
Pendekatan aljabar max-min untuk 
menyelesaikan masalah lintasan kapasitas 
maksimum juga menggunakan konsep-konsep 
dasar dalam aljabar max-min, seperti matriks 
atas aljabar max-min dan sistem persamaan 
linear max-min, seperti yang telah dibahas 
dalam [1] dan [2]. Dengan demikian, untuk 
menyelesaikan masalah lintasan kapasitas 
interval maksimum, dengan pendekatan aljabar 
max-min, terlebih dahulu matriks atas aljabar 
max-min perlu digeneralisasi ke dalam matriks 
atas aljabar max-min interval. Untuk itu dalam 
makalah ini akan dibahas generalisasi matriks 
atas aljabar max-min perlu digeneralisasi ke 
dalam matriks atas aljabar max-min interval. 
 
BAHAN DAN METODE 
Penelitian ini merupakan penelitian yang 
didasarkan pada studi literatur yang meliputi 
kajian-kajian secara teoritis. Terlebih dahulu 
diperhatikan kembali hasil-hasil dalam aljabar 
max-min [2] dan aljabar max-min interval [5]. 
Dengan memperhatikan dan membandingkan 
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pembahasan matriks atas aljabar max-min [2], 
matriks atas aljabar max-plus [1], [4]  dan 
matriks atas aljabar max-plus interval [4], akan 
dikonstruksikan dan dibahas sifat-sifat dan 
teknis perhitungan matriks atas aljabar max-
plus interval. Hasil-hasil pembahasan akan 
disajikan dalam definisi, teorema dan contoh.  
 
HASIL DAN DISKUSI 
Terlebih dahulu akan ditinjau beberapa konsep 
dasar dalam semiring dan semimodul [5] , [6], 
aljabar max-min dan aljabar max-min interval, 
yang selengkapnya dapat dilihat dalam [5]. 
 
Suatusemiring (S,∗ ,•) adalah suatu himpunan 
takkosong Syang dilengkapi dengan  dua 
operasi biner∗ dan •, yang memenuhi aksioma 
berikut 
i) (S, ∗ ) adalah semigrup komutatif dengan 

elemen netral0,yaituberlaku 
 (a∗b) ∗ c  =  a ∗  (b∗ c) ,  
  a∗b  =  b∗ a ,   
  a∗0  = a , untuk setiap a, b, c∈S. 
ii) (S, •) adalahsemigrup dengan elemen 

satuan1, yaituberlaku 
(a•b) •c   =  a • (b•c),  
a•1 = 1•a  =  a,untuk setiap a, b, c∈S. 
iii) Elemen netral0merupakan elemen penyerap 

terhadap operasi•,yaituberlaku  
a•0 =  0•a  =  0,untuk setiap a∈S. 

iv) Operasi∗ distributif terhadap• , 
yaituberlaku(a ∗b) •c   =  (a •c) ∗  (b•c),   
  a• ( b∗ c )  =  (a •b) ∗  (a•c) 

 untuk setiap a, b, c∈S. 

Semiring (S,∗ , •) dikatakanidempotenjika 
operasi∗ bersifat idempoten, yaitu berlaku a ∗ a 
= a untuk setiap a∈S, dan dikatakankomutatif 
jika operasi•bersifat komutatif. Dapat 
ditunjukkan bahwa jika (S,∗ ) merupakan 
semigrup komutatif idempoten maka relasi  
“p ”  yang 
didefinisikanpadaSdenganxp y⇔x∗ y = 
ymerupakan urutan parsial padaS. Operasi ∗  
dan × dikatakan konsisten  terhadap urutan “ p ” 
dalam S  bila dan hanya bila  jika x p y, maka 
x∗ z p y∗ z  dan x×z p y×z   untuk setiapx, y, z 
∈S. Dalam semiring idempoten  (S, ∗ , •) 
operasi ∗  dan • konsisten terhadap urutan p  
dalam S. 
Semiring (S,∗ , •) dengan elemen netral 
0dikatakan tidak memuat pembagi nol  bila dan 

hanya bila,  jika  x  •y = 0maka  x = 0atau  y = 0 
untuk setiap x, y ∈S. 
 
Diberikan S dan T adalah semiring. Fungsi f : S 
→T disebut homomorfisma semiring jika 
berlaku   f (a ∗ b) = f (a) ∗  f (b) dan  f (a •b) = f 
(a) • f (b) untuk setiap a, b∈S. Jika 
homomorfisma semiring f bersifat bijektif, 
maka f disebut isomorfisma semiring dan 
dikatakan bahwa semiring S isomorfis dengan 
semiring T. 
 
Diberikan semiring komutatif (S,∗ ,•) dengan 
elemen netral0dan elemenidentitas1. 
SemimodulMatasSadalah semigrup komutatif 
(M, ∗  ) yang dilengkapi operasi perkalian 
skalar♦ :S×M→M, yang dituliskan (α , x) 
a α•x,  sedemikian hingga memenuhi 
aksioma berikut:    
i) α♦(x∗ y)   =  α♦x ∗α♦y, 
ii) (α∗β) ♦x  =  α♦x∗β♦x, 
iii) α♦(β♦x) = (α♦β) ♦x, 
iv) 1♦x = x, 
v) 0♦x = 0. 
untuk setiap α , β∈Sdan untuk setiap 
x,y∈M.Elemen-elemen dalam semimodul 
disebut vektor. 
 
Diberikan semimodul M atas semiring S dengan 
operasi penjumlahan + dan perkalian skalar •. 
Dapat ditunjukkan bahwa jika (M, + )  
merupakan semigrup komutatif idempoten, 
maka operasi + dan •konsisten terhadap urutan 

mp  dalam semimodul M , yaitu untuk setiap  

x,y,z∈M dan untuk setiap α∈S ,  jika x mp y , 
maka  x + z mp y + z dan α•x mp α•y . 
Diberikan M dan N adalah semimodul atas 
semiring komutatif S. Fungsi  f : M →N  disebut  
homomorfisma  semimodul  jika f (α•x) = α•f 
(x) danf (x+ y) = f (x) + f (y) untuk setiap  x, 
y∈M  dan untuk setiap  α∈S. Jika 
homomorfisma semimodul f bersifat bijektif, 
maka f disebut isomorfisma semimodul dan 
dikatakan bahwa semimodul M  isomorfis 
dengan semimodul N. 
 
Diberikan +

εR := +R ∪{ε} dengan +R adalah 

himpunan semua bilangan real nonnegatip dan ε 
: = +∞. Pada +

εR didefinisikan operasi   
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a⊕b := max(a, b)  dana⊗b : = min(a, b)∀a,b 
∈ +

εR .Dapat ditunjukkan ( +
εR , ⊕, ⊗) 

merupakan semiring idempoten komutatif 
dengan elemen netral 0 = 0 dan elemen satuan 
ε= +∞. Kemudian ( +

εR , ⊕, ⊗) disebut dengan 
aljabar max-min, yang selanjutnya cukup 
dituliskan dengan +

εR . 
 

Operasi ⊕ dan ⊗ pada +
εR dapat diperluas 

untuk operasi-operasi  matriks dalam nm×+
εR : = 

{A = (Aij)⏐Aij∈
+
εR , untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 

1, 2, ..., n}. Untuk α∈ +
εR , dan A, 

B∈ nm×+
εR didefinisikan α⊗A, dengan (α⊗A)ij = 

α⊗Aij  dan A⊕B, dengan (A⊕B)ij = Aij⊕Bij untuk 
i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n. Untuk  
A∈ pm×+

εR , B∈ np×+
εR didefinisikan A⊗B, 

dengan (A⊗B)ij = kjik

p

k
BA ⊗⊕

=1
.Matriks A, 

B∈ nm×+
εR dikatakan samajikaAij = Bijuntuk 

setiapidanj. 
 
Interval dalam +

εR  berbentuk  

x= [ x , x ] = { x ∈ +
εR | x mp x mp x }. 

Didefinisikan  
I( +R )ε = {x= [ x , x ] | x , x∈ +R ,  

ε mp x mp x }∪ {[ε, ε]}. 

Pada I( +R )ε didefinisikan operasi ⊕  dan ⊗ : 

x⊕ y= [ x ⊕ y , x⊕ y ] dan  

x⊗ y= [ x⊗ y , x⊗ y ]  

untuk setiap  x, y∈I( +R )ε. 

Dapat ditunjukkan bahwa (I( +R )ε,⊕ ,⊗ ) 
merupakan semiring idempoten komutatif. 
Selanjutnya (I( +R )ε,⊕ ,⊗ ) disebut aljabar 

max-min interval dan cukup dituliskan I( +R )ε. 
 
Selanjutnya operasi ⊕  dan ⊗  pada I( +R )ε.di 
atas dapat diperluas untuk operasi-operasi  
matriks dalam I( +R ) nm×

ε seperti dalam definisi 
berikut. 

 
Definisi 1 
DidefinisikanI( +R ) nm×

ε : = {A= 

(Aij)⏐Aij∈I( +R )ε.,untuki = 1, 2, ..., m ,   j = 1, 
2, ..., n}. Matriks 
anggotaI( +R ) nm×

ε disebutmatriks interval max-
min.  
 
Definisi 2 
Matriks A, B∈I( +R ) nm×

ε dikatakan samajikaAij 
= Bij. 
 
Definisi 3 
i) Diketahuiα∈I( +R )ε,  A, B∈I( +R ) nm×

ε . 
Didefinisikan operasi perkalian 
skalar⊗ denganα⊗A adalah matriks 
yang unsur ke-ij-nya: (α⊗A)ij = 
α⊗ Aij,dan operasi⊕ dengan 
A⊕ Badalah matriks yang unsur ke-ij-nya:  

 (A⊕ B)ij = Aij⊕ Bijuntuki = 1, 2, ..., mdanj 
=1, 2, ..., n. 

ii) Diketahui A∈I( +R ) pm×
ε ,B∈I( +R ) np×

ε . 
Didefinisikan 
operasi⊗ denganA⊗ Badalah matriks 
yang unsur ke-ij-nya:(A⊗B)ij = 

kjik

p

k

BA
1

⊗⊕
=

untuki = 1, 2, ..., mdan j =1, 2, 

..., n. 
 
Didefinisikan matriks E∈I( +R ) nn×

ε ,dengan 

(E)ij : = 
⎩
⎨
⎧

≠ε
=

ji
ji

 jika,
 jika,0

. Didefinisikan pula 

matriks  ε∈I( +R ) nn×
ε ,dengan: (ε)ij := ε untuk 

setiap i dan j .  

 
Contoh 1  
Perhatikan bahwa I( +R ) nm×

ε tertutup terhadap 

operasi ⊕ , hal ini akibat dari sifat ketertutupan 
operasi ⊕  pada I( +R )ε. Selanjutnya dapat 

ditunjukkan(I( +R ) nm×
ε ,⊕ ) merupakan semi-

grup idempotent komutatif, sehingga relasi 
“ Imp ” yang didefinisikan pada 



Prosiding Seminar Nasional Sains dan Pendidikan Sains VIII, Fakultas Sains dan Matematika, UKSW 
Salatiga, 15 Juni 2013, Vol 4, No.1, ISSN:2087-0922 

 

152 
 

I( +R ) nm×
ε dengan A Imp B⇔A ⊕ B = 

Bmerupakan urutanparsial. Perhatikan bahwa 
A⊕ B = B⇔Aij⊕ Bij = Bij⇔Aij 

Imp Bij⇔ ijA mp ijB  dan ijA mp ijB  untuk 

setiap i dan j. Lebih lanjut I( +R ) nm×
ε merupakan 

semimodul atas I( +R )ε., sedangkan I( +R ) nn×
ε , 

⊕ , ⊗ ) merupakan semiring idempoten 
dengan elemen netral adalah matriks ε dan 
elemen satuan adalah matriks E. Perhatikan 
bahwa (I( +R ) nn×

ε , ⊕ , ⊗ ) bukan semiring 

komutatif , hal ini sebagai akibat dari nn×+
εR  

yang bukan merupakan semiring komutatif. 
 
Mengingat (I( +R ) nm×

ε ,⊕ ) merupakan semi-

grup idempoten, maka operasi ⊕  konsisten 
terhadap urutan Imp  dalam I( +R ) nm×

ε , yaitu 

jika A Imp B, makaA⊕ C Imp  B⊕ Cuntuk 

setiap  A, B, C ∈I( +R ) nm×
ε . Mengingat 

(I( +R ) nm×
ε ,⊕ , ⊗ ) merupakan semiring 

idempoten, maka operasi ⊗  konsisten terhadap 
urutan Imp  dalam I( +R ) nn×

ε , yaitu 

jikaA Imp B, maka A⊗ C Imp B⊗ Cuntuk 

setiap  A, B, C ∈I( +R ) nn×
ε . Untuk A, 

B∈I( +R ) pm×
ε , dan C∈I( +R ) np×

ε ,berdasarkan 

sifat distributif, berlaku:  jika A Imp B maka A 

⊕  B = B⇔  (A ⊕  B) ⊗  C = B⊗  C ⇔(A 
⊗  C) ⊕ (B ⊗  C) =  B⊗  C ⇔A ⊗  C Imp  

B⊗  C. 
 
Pangkat k darimatriks A∈I( +R ) nn×

ε , dalam  
aljabar max-min interval didefinisikan dengan: 

0
A⊗  = En  dan  

k⊗A = A⊗
1

A
−⊗k

 untuk k = 1, 
2, ... . 
 
Untuk mempermudah dalam melakukan operasi 
matriks interval berikut dibahas konsep 
mengenai interval matriks dari suatu matriks 
interval. 
 
Definisi 4  

Untuk setiap matriks intervalA∈I( +R ) nm×
ε . 

didefinisikan matriks A = ( ijA ) 

∈ nm×+
εR dan A = ( ijA ) ∈ nm×+

εR ,berturut-turut 
disebut matriks batas bawah dan matriks batas 
atas matriks intervalA.  
 
Contoh 2.  
Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
, maka  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
 dan A  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε
.   

 
Definisi 5  
Diberikan matriks intervalA∈I( +R ) nm×

ε , 

dengan A dan A berturut-turut adalah matriks 
batas bawah dan matriks batas atasnya. 
Didefinisikan interval matriks dariA, 
yaitu[ A , A ] = {A∈ nm×+

εR ⎜A mp A mp A } 

danI( nm×+
εR )b = { [ A , A ] |A∈I( +R ) nm×

ε }. 
 
Contoh 3 

Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
.  

Interval matriks dari A adalah   

[ A , A ] = ⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
, ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε ⎥
⎦

⎤
. 

 

Definisi 6  
Interval matriks 
[ A , A ],[ B , B ]∈I( nm×

maxR )bdikatakan 

samajika A  = B dan A  = B . 
 
Berdasarkan sifat kekonsistenan relasi urutan 

mp  dalam matriks, didefinisikan operasi-
operasi interval matriks berikut. 
i) Diketahuiα∈I( +R )ε, [ A , A ], 

[ B , B ]∈I( nm×+
εR )b.Didefinisikan 

α⊗ [ A , A ] := [α⊗A , α ⊗A ]dan  

 [ A , A ]⊕ [ B , B ]:= [ A⊕B , A⊕B ] 
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ii) Diketahui[ A , A ]∈I( pm×+
εR )b, [ B , B ] 

∈I( np×+
εR )b.Didefinisikan 

        [ A , A ]⊗ [ B , B ]:= [ A ⊗B , A ⊗B ]. 

Untuk setiap [ A , A ], [ B , B ] ∈I( nm×+
εR )b dan 

α∈I( +R )εberlaku A mp A , B mp B dan 

α mp α . Mengingat operasi ⊕ dan operasi 

perkalian skalar ⊗ pada semimodul nm×+
εR  atas 

+
εR konsisten terhadap urutan“ mp ”,  maka 

berlaku A ⊕B mp A⊕ B  dan 

α⊗A mp α ⊗A . Jadi [ A ⊕B , A ⊕B ] dan 

[α⊗A , α ⊗A ] merupakan interval-interval 
matriks. Dengan demikianI( nm×

maxR )btertutup 

terhadap operasi ⊕  dan perkalian skalar ⊗  
seperti yang didefinisikan di atas. Selanjutnya 
sesuai dengan definisi operasi pada interval 
matriks di atas,dapat ditunjukkanI( nm×+

εR )b 

merupakan semimodul atas I( +R )ε.  
 
Untuk setiap [ A , A ], [ B , B ] 
∈I( nn×+

εR )bberlaku A mp A  dan B mp B . 
Mengingat operasi perkalian ⊗ pada semiring 

nn×+
εR  konsisten terhadap urutan “ mp ”,  maka 

A ⊗B mp A ⊗B  . Jadi [ A ⊕B , A ⊕B ] 
merupakan interval matriks. Jadi 
I( nn×+

εR )btertutup terhadap operasi perkalian 

⊗  seperti yang didefinisikan di atas. Dapat 
ditunjukkan bahwa (I( nn×+

εR )b,⊕ , ⊗ ) 
merupakan semiring idempotendengan elemen 
netral adalah interval matriks [ε, ε] dan elemen 
satuan adalah interval matriks [E, E].  
 
Berikut diberikan Lemma 1 yang akan 
digunakan untuk membuktikan Teorema 3. 
 
Lemma 1 
Untuk setiapA dan B∈I( +R ) nm×

ε , berlaku 

i) Aα⊗  = α⊗A dan Aα⊗ = α ⊗A ,  

ii) BA ⊕  = A ⊕B dan BA ⊕ = A ⊕B . 
 
Bukti: 

i) Karena (α⊗ A)ij = [α , α ]⊗ [ ijA , ijA ] = 

[α⊗ ijA , α ⊗ ijA ], maka Aα ⊗ ij= α⊗ ijA  

dan Aα ⊗ ij = α ⊗ ijA untuk setiap i dan j, 

sehingga Aα ⊗  = α⊗A  dan Aα ⊗ = 

α ⊗A . 
ii) Karena (A⊕ B)ij   =  Aij ⊕  Bij = [ ijA , ijA ] 

⊕  [ ijB , ijB ] = [ ijA ⊕ ijB , ijA ⊕ ijB ], maka 

ijB)(A⊕ = ijA ⊕ ijB dan ijB)(A⊕  = 

ijA ⊕ ijB untuk setiap i dan j, sehingga BA⊕  

= A ⊕B  dan BA⊕ = A ⊕B .  ■ 

 
Berikut diberikan Lemma 2 yang akan 
digunakan untuk membuktikan Teorema 4. 
 
Lemma 2 
Untuk setiapA dan B∈I( +R ) nn×

ε , 

berlaku BA ⊗  = A ⊗B dan BA ⊗ = A ⊗B .  
 

Bukti: Mengingat (A⊗ B)ij = ⊕
=

n

k 1

Aij ⊗  Bij = 

⊕
=

n

k 1

 [ ikA , ikA ]⊗  [ kjB , kjB ] =    ⊕
=

n

k 1

 

[ ikA ⊗ kjB , ikA ⊗ kjB ] = [⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB , 

⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB ], maka ijB)(A ⊗ = 

⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB dan ijB)(A ⊗  = ⊕

=

n

k 1
ikA ⊗ kjB , 

untuk setiap i dan j, sehingga BA ⊗  = A ⊗B  

dan BA ⊗ = A ⊗B .  ■ 
 
Teorema 3 
SemimodulI( +R ) nm×

ε atasI(R)maxisomorfis 

dengan semimodulI( nm×+
εR )batasI( +R )ε.  

 
Bukti: Didefinisikan pemetaan f : 
I( +R ) nm×

ε →I( nm×+
εR )b, f (A) = [ A , A ] untuk 

setiap  A ∈( +R ) nm×
ε .Dari definisi pemetaan 
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tersebut jelas bahwa f merupakan pemetaan 
bijektif. Ambil  sembarangA dan 

B∈I( +R ) nm×
ε dan semba-rang α∈I( +R )ε., 

maka menurut Lemma 1. diperoleh f (α⊗A) = 

[ Aα⊗ , Aα⊗ ] = [α⊗A , α ⊗A ] = 

[α , α ]⊗ [ A , A ] = α⊗ f(A)  dan  diperoleh 

f(A⊕ B) = [ B)(A⊕ , BA⊕ ] = [ A ⊕B , 

A ⊕B ] = [ A , A ]⊕ [ B , B ]  = f (A) ⊕ f (B) .   
■ 

 
Dari Teorema 3 di atasdapat disimpulkan untuk 
setiap matriks interval A ∈I( +R ) nm×

ε selalu 
dapat ditentukan dengan tunggal interval 
matriks [ A , A ] ∈I( nm×+

εR )b, dan sebaliknya. 

Jadi matriks interval A ∈I( +R ) nm×
ε dapat 

dipandang sebagai interval matriks [ A , A ] 
∈I( nm×+

εR )b. Matriks interval A 

∈I( +R ) nm×
ε bersesuaian dengan interval 

matriks [ A , A ] ∈I( nm×+
εR )b, dan dituliskan 

”A ≈[ A , A ]”.Dapat disimpulkan α⊗A 

≈[α⊗A , α ⊗A ] dan A⊕ B ≈[ A ⊕B , 
A ⊕B ].  
 
Teorema 4 
Semiring (I( +R ) nn×

ε , ⊕ , ⊗ ) isomorfis 

dengan semiring (I( nn×+
εR )b,⊕ , ⊗ ).  

 
Bukti: Didefinisikan pemetaan f : 
I( +R ) nn×

ε →I( nn×+
εR )b dengan f (A) = [ A , A ] 

untuk setiap A ∈I( +R ) nn×
ε . Jelas bahwa 

pemetaan f  merupakan pemetaan bijektif. 
Ambil semba-rang  A dan B∈I( +R ) nn×

ε , maka 
seperti pada pembuktian pada Teorema 3 di atas 
diperoleh  f(A⊕ B) = f (A) ⊕ f (B). 
Selanjutnya menurut Lemma 2diperoleh bahwa 
f(A⊗ B) = [ B)(A ⊗ , BA ⊗ = [ A ⊗B , 

A ⊗B ] = [ A , A ]⊗ [ B , B ] = f (A) ⊗ f (B). 
Jadi terbukti f merupakan suatu isomorfisma 
semiring. Jadi semiring I( +R ) nn×

ε isomorfis 

dengan semiring I( nn×+
εR )b.   ■ 

 
Dari Teorema 4 di atasdapat disimpulkan untuk 
A, B∈I( +R ) nn×

ε berlaku A⊗ B 

≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ . Untuk matriks interval 

A∈I( +R ) pm×
ε danB∈I( +R ) np×

ε juga berlaku 

A⊗ B ≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ . Hal ini dapat 
dijelaskan sebagai berikut. Matriks interval 
A∈I( +R ) pm×

ε danB∈I( +R ) np×
ε dapat 

diperbesar ukurannya dengan menambahkan 
sejumlah unsur ε sedemikian hingga 
membentuk matriks interval  A# dan  B# 

∈I( +R ) kk ×
ε , dengan k = max(m, p, n). Matriks 

A dan B berturut-turut merupakan submatriks 
A# dan B# yang letaknya di sebelah kiri atas, 
yaitu  

A# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
εε
εA

, B# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
εε
εB

, sehingga 

A# ⊗ B# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⊗

εε
εBA

∈I( +R ) kk ×
ε ,  

di mana A⊗ B ∈I( +R ) nm×
ε .Karenasemiring 

I( +R ) kk ×
ε isomorfis dengan I( kk×+

εR )b, maka 

A# ⊗ B#≈ ]BA,BA[ #### ⊗⊗ , yang 

berakibat bahwa A⊗ B 
≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ ∈I( nm×+

εR )b 
 
Contoh 4 

Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
, dan  

B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

]5,4[]2,1[
]2,0[]6,2[
]4,1[],[ εε

, maka 

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
, A = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε
dan 

B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

41
02
1ε

, B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

52
26
4ε

. 
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BA⊗  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
41

ε
,  BA⊗  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
52

ε
. 

Perhatikan bahwa A⊗ B ≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
52

,
2
41

εε
,  

sehinggaA⊗ B = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]4,2[],[
]5,4[]2,1[

εε
.  

 
KESIMPULAN 
Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan 
bahwa operasi-operasi pada matriks interval 
dapat dilakukan melalui matriks-matriks batas 
bawah dan batas bawahnya. Selanjutnya dapat 
diperoleh interval matriks yang bersesuaian 
dengan matriks interval hasil pengoperasian. 
Hasil pembahasan di atas selanjutnya dapat 
digunakan untuk membahas sistem persamaan 
linear max-min interval. Di samping itu hasil-
hasil di atas juga dapat digeneralisir ke dalam 
matriks atas aljabar max-min bilangan kabur 
(fuzzy), dengan terlebih dulu menggeneralisir 
aljabar max-min interval ke dalam aljabar max-
min bilangan kabur.  
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Nama Penanya   : Panusunan Tampubolon 

Instansi   : UNIMED 

Pertanyaan                      :  

A=   

A =  

A =  

1. Jika  tanpa aljabar max – min, apakah hanya untuk menentukan batas atas dan bawah saja ? 

2. Apa maksudnya Semiring idenpoten ? 

Jawaban                           :   

1. Makalah ini membahas jaminan matematis operasi matriks interval melalui interval matriks 

yang bersesuaian  

2. Semiring : seperti ring tapi dengan aksioma yang lebih lemh, seperti grup menjadi 

semigrup  

Idenpoten : a + a = a   +

 
 




