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saran-saran dari reviewer. Artikel didistribusikan dalam 3 kategori yang meliputi kategori 
Aljabar yang terdiri dari 15 artikel, Penerapan Aljabar 11 artikel dan Pembelajaran Aljabar 15 
artikel. 
 
Prosiding Seminar Nasional Aljabar, Penerapan dan Pembelajarannya 2016 kali ini secara 
khusus kita persembahkan untuk Prof. Dr. Frans. Susilo, SJ., yang pada tanggal 12 Desember 
2016 ini genap berusia 70 tahun dan akan memasuki masa purna tugas. Beliau adalah guru 
besar bidang Matematika Universitas Sanata Dharma, yang telah berperan aktif dalam 
merintis dan mengembangkan Himpunan Peminat Aljabar (HPA), yang kini menjadi 
Komunitas Peminat Aljabar (KPA). Kita sebagai kolega dan murid-muridnya mengucapkan 
terimakasih dan penghargaan yang setingi-tingginya atas peran serta dan jasa-jasa beliau. 
 
Terima kasih disampaikan kepada pemakalah yang telah berpartisipasi pada desiminasi hasil 
kajian/penelitian yang dimuat pada prosiding ini. Terimakasih juga disampaikan kepada tim 
reviewer, tim prosiding, segenap panitia seminar, segenap pengurus KPA dan semua pihak 
yang terlibat dalam penyusunan prosiding ini.  Semoga prosiding ini bermanfaat. 
 
Yogyakarta, 14 November 2016 
 

Ketua Panitia 
 
 
Dr. M. Andy Rudhito, S.Pd. 
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Abstrak 
Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji persamaan pada sistem produksi ber-loop serta 

analisis keperiodikannya dengan menggunakan sistem persamaan linear aljabar max-plus. 
Penelitian diawali dengan membuat graf sistem produksi modifikasi sesuai dengan banyaknya 
loop yang ada pada graf produksi. Selanjutnya disusun aturan sinkronisasi yang sesuai dengan 
graf modifikasi serta pemodelan sistem persamaan linear sesuai dengan aturan sinkronisasi yang 
ada. Langkah berikutnya adalah membahas penjadwalan periodik dari barisan keadaan sistem dan 
output berdasarkan pada sistem persamaan linear aljabar max-plus. 
 Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa graf produksi ber-loop dapat disajikan dalam 
suatu graf modifikasi dengan penambahan unit pemrosesan sesuai banyaknya loop. Dari 
perhitungan barisan keadaan sistem dan output pada sistem produksi ber-loop, barisan input 
paling lambat dapat ditentukan dengan menjadikan nilai maksimum waktu pemrosesan pada unit-
unit pemrosesan yang memulai pemrosesan secara langsung tanpa menunggu unit pemrosesan 
lain sebagai input pertama. Barisan input selanjutnya ditentukan secara periodik dengan periode 
sebesar � yang merupakan nilai eigen maksimum matriks A. Hal ini membuat barisan keadaan 
sistem dan output yang terbentuk menjadi periodik. 
 
 
Kata Kunci : abstrak, aljabar, sistem persamaan linear aljabar max-plus, loop, sistem produksi 

 

1.  Pendahuluan 

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar yang semesta pembicaraannya 
merupakan gabungan dari himpunan bilangan real dan negatif tak terhingga (ℝ ∪ {−∞}). 
Aljabar max-plus dilengkapi dengan operasi maksimum yang dinotasikan dengan ⊕ , dan 
operasi penjumlahan dinotasikan dengan ⊗. Aljabar max-plus dapat digunakan untuk 
menggambarkan secara linear dinamika waktu dari suatu sistem nonlinear dalam aljabar 
konvensional, sehingga pembahasan menjadi lebih mudah.[5] Aplikasi aljabar max-plus 
dapat dijumpai dalam penjadwalan penerbangan pesawat di bandara, penjadwalan 
keberangkatan kereta api, menentukan jalur tercepat, model sistem antrian, maupun 
dalam sistem produksi sederhana. 
 
 
 

Penelitian yang telah dilakukan sebelumnya yang berupa studi kasus untuk 
menentukan waktu optimum pada produksi bakpia pathok dilakukan tanpa membuat 
penjadwalan secara periodik.[1] Selain itu, pada penelitian sebelumnya telah dijelaskan 
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 mengenai pembuatan penjadwalan produksi secara periodik tetapi hanya terbatas 
pada produksi dengan dua mesin saja.[7] Hal ini mengakibatkan dirasa perlu untuk 
melakukan  
suatu penelitian yang membuat suatu sistem dalam sistem produksi dapat 
mencapai waktu optimum dan bekerja secara periodik. 

Sesuai dengan prinsip optimasi yang bertujuan untuk meningkatkan kinerja 
mesin produksi sehingga mempunyai kualitas yang baik dan hasil kerja yang 
tinggi[2], secara khusus dalam penelitian ini, penulis menggunakan sistem 
persamaan linear dalam aljabar max-plus untuk menghitung waktu optimum 
dalam sistem produksi sederhana. Pada penelitian ini akan dihitung waktu 
optimum produksi dari suatu graf sistem produksi ber-loop dengan menggunakan 
sistem persamaan linear aljabar max-plus waktu invarian, serta dibuat 
penjadwalan aktivitas produksi secara periodik. Perbedaan dari penelitian-
penelitian sebelumnya adalah pada penelitian ini akan terlihat model matematika 
yang relevan agar suatu sistem dalam sistem produksi dapat bekerja secara 
periodik sesuai dengan kondisi-kondisi yang diberikan. Sistem yang dapat bekerja 
secara periodik akan mempermudah dalam kegiatan produksi. 

2. Aljabar Max-Plus 

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar yang semesta 
pembicaraannya merupakan gabungan dari himpunan bilangan real dan negatif tak 
terhingga (ℝ ∪ {−∞}). Aljabar max-plus dilengkapi dengan operasi maksimum 
yang dinotasikan dengan ⊕ , dan operasi penjumlahan dinotasikan dengan ⊗. 
(ℝ ∪ {−∞}) dapat dinotasikan sebagai ℝ� , dengan � merupakan {−∞}. Elemen �  
merupakan elemen netral pada operasi ⊕ dan 0 merupakan elemen identitas pada 
operasi ⊗. Selanjutnya, (ℝ�,⊕,⊗) dinotasikan dengan ℝ���.

[4] 

Aljabar max-plus (ℝ���	)	merupakan semiring komutatif yang sekaligus 
idempoten sebab untuk setiap �, �	 ∈ 	ℝ� berlaku �⊗ �	 = 	� + �	 = 	� + �	 =
	�⊗ � dan �⊕ �	 = 	���{�, �} 	= 	�. Selain itu, aljabar max-plus juga 

merupakan semifield sebab untuk setiap �	 ∈ 	ℝ���	 memiliki invers yaitu –�, 
sehingga berlaku �	 ⊗	(−�) = 	�	 +	(−�) = (−�) + � = (−�)⊗ � = 	�.[8] 

Definisi 2.1 
Diberikan matriks �,� ∈ ℝ���

�×�. Elemen ke-�, � dari �⊕ � adalah : 
 

[� ⊕ �]�� = ��� ⊕ ��� = max	(���, ���)   (1) 

 
Dengan � = 1,2,…… , � dan � = 1,2,…… ,�. 
Diketahui � ∈ ℝ���

�×�
, � ∈ ℝ���

�×�
, elemen ke-�, � dari �⨂� adalah : 

[�⨂�]�� = 	

�
⊕

� = 1
���⨂���    (2) 

Dengan � = 1,2,…… , � dan � = 1,2,…… ,� 
Diberikan matriks � ∈ ℝ���

�×�, Elemen ke-�, � dari ��adalah : 
 

[��]�� = ���     (3) 

Dengan � = 1,2,…… , � dan � = 1,2,…… ,� 
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Definisi 2.2 
Diberikan suatu matriks � ∈ ℝ���

�×� . Skalar �	 ∈ 	ℝ���  disebut nilai eigen max-plus 
matriks A jika terdapat suatu vektor � ∈ ℝ���

�  dengan � ≠ ��×� sehingga 
�⊗ � = � ⊗ �. Vektor � tersebut disebut vektor eigen max-plus matriks � yang 
bersesuaian dengan �. 
 
Teorema 2.1 
Diberikan suatu matriks � ∈ ℝ���

�×� . Jika �	 ∈ ℝ adalah nilai eigen matriks � di ℝ��� , 
maka � merupakan bobot  rata-rata suatu sirkuit dalam �(�). 
 
Bukti : 
Misal � adalah nilai eigen matriks � di ℝ���, maka untuk setiap � ∈ {1,2,… , �} berlaku 
(�⊗ �)� = (� ⊗ �)� dengan � ≠ ��×�. Akibatnya terdapat suatu indeks ��, �� sehingga 
���, ��� ⊗��� = � ⊗ ��� dengan ��� ≠ �. Karena � ≠ � dan ��� ≠ � maka ��� ≠ � dan 

���, ��� ≠ �. Karena ��� ≠ � maka terdapat suatu indeks �� sedemikian rupa sehingga 

���, ��� ⊗ ��� = � ⊗ ���. Karena  � ≠ � dan ��� ≠ � maka ��� ≠ � dan ���, ��� ≠ �. 

Demikian seterusnya dengan cara yang sama seperti di atas, maka diperoleh suatu barisan 

���� sehingga berakibat �����,, ��� ⊗ ��� = � ⊗ �����  dengan ��� ≠ � dan �����,, ��� ≠ � 

untuk � = 1,2,… Karena banyak titik dalam graf �(�) berhingga, maka terdapat suatu � 
dan � sehingga �� = ��. Akibatnya diperoleh suatu sirkuit ��. Misalkan �� adalah 

(��,	��),… , (��� �,	��� �), (����,	��) sehingga diperoleh ����,���� ⊗ ������ ⊗ …⊗

����,���� ⊗ ������ = 	 �� ⊗ ����⊗…⊗ �� ⊗ ��� �. Karena operasi ⊗ di ℝ��� bersifat 

komutatif maka diperoleh ����,���� ⊗ …⊗��� ,��� ⊗ …⊗ ������ ⊗ …⊗ ��� ⊗ ���� =

����� �����⊗ ����� ⊗ …⊗ ��� � atau ����,���� ⊗ …⊗��� ,��� = ������ atau	� =
���,����

⊗…⊗��� ,��

���� �
 . Hal ini berarti � merupakan bobot rata-rata sirkuit ��.[6] 

 
 
Definisi 2.3 
Diberikan 	� ∈ ℝ���

�×� . Graf bobot dari A adalah graf berarah berbobot �(�) 	= 	(�, �) 
dengan �	 = 	 {1, 2, . . . , �} dan �	 = 	 {(�, �)	|	� (�, �) 	= 	�	�� ≠ �}.	 

Perhatikan sebaliknya bahwa untuk setiap graf berarah berbobot �	 = 	 (�, �) selalu dapat 
didefinisikan suatu matriks �	 ∈ ℝ���

�×�  dengan : 
 
 

��� = �
� (�, �)����	(�, �) ∈ �
�									����	(�, �) ∉ �	

[3] 

 
3. Pembahasan 

Graf sistem produksi ber-loop merupakan suatu graf representasi dari sistem 
produksi yang memuat suatu mesin dengan beberapa pekerjaan identik dalam satu 
periode produksi. Graf tersebut tersaji dalam beberapa jenis seperti berikut.  
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3.1  Loop Tunggal (Single Loop) 

Graf dengan loop tunggal menandakan bahwa mesin yang mengandung 
loop tersebut melakukan dua kali pekerjaan (job) dalam satu kali periode  
produksi. Dengan mengandaikan bentuk segiempat sebagai pemrosesan serta 
anak panah menunjukkan jalur produksi, graf tersebut dapat tersaji sebagai 
berikut. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Pada Gambar 1. di atas, anak panah merah menunjukkan alur produksi untuk 
pekerjaan (job) kedua pada mesin ��.	�� melakukan pekerjaan (job) pertama 
dan mendistribusikannya pada ��. �� yang telah menyelesaikan pekerjaan 
pertamanya kemudian memulai lagi pekerjaan keduanya dan 
mendistribusikannya ke ��. Dengan kata lain untuk setiap satu kali produksi 
hingga output tersedia, unit pemrosesan �� harus melakukan 2 kali pekerjaan 
(job) sedangkan unit pemrosesan yang lain hanya melakukan 1 kali pekerjaan. 

Selanjutnya diberikan suatu graf modifikasi dengan penambahan unit 
pemrosesan bayangan sebanyak loop yang ada seperti berikut ini. 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

Pada Gambar 2. terlihat bahwa unit pemrosesan bayangan yang 
ditambahkan untuk merepresentasikan pekerjaan kedua pada �� adalah ��� . 

Pekerjaan pertama yang telah diselesaikan pada �� yang direpresentasikan 
dengan ���  kemudian dilanjutkan ke unit pemrosesan ��, sementara itu unit 

pemrosesan ���  dapat memulai pekerjaannya segera setelah ��� menyelesaikan 

pekerjaannya. 
 

3.2  Loop Berganda (Multi Loop) 

Suatu unit pemrosesan dalam sistem produksi dapat memuat beberapa loop 
(tidak hanya satu). Misal untuk suatu unit pemrosesan �� untuk setiap satu kali 

Gambar 1. Graf Sistem Produksi Loop Tunggal 

Gambar 2. Graf Sistem Produksi  Modifikasi Loop Tunggal 
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produksi dapat memuat n loop. Hal ini menandakan bahwa unit pemrosesan �� 
melakukan pekerjaan sebanyak � + 1 kali untuk satu produksi hingga output 
tersedia. Berikut ini tersaji graf sistem produksi yang memuat beberapa loop 
pada satu unit pemrosesan. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3. menunjukkan bahwa pada unit pemrosesan �� terdapat 2 loop yang 
menandakan bahwa �� melakukan pekerjaan sebanyak 3 kali dalam satu kali periode 
produksi hingga output tersedia. Garis ungu menunjukkan alur produksi untuk 
pekerjaan kedua, sedangkan garis hijau menunjukkan alur produksi untuk pekerjaan 
ketiga. �� melakukan pekerjaan pertama dan mendistribusikannya ke ��, sementara itu 
�� kembali melakukan pekerjaan keduanya dan mendistribusikannya ke ��. Pekerjaan  
ketiga pada �� yang telah diselesaikan kemudian didistribusikan ke ��. Selanjutnya 
diberikan graf modifikasi yang sesuai yakni : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 4. menunjukkan bahwa unit pemrosesan bayangan ���  dan ���  

ditambahkan untuk merepresentasikan pekerjaan kedua dan ketiga pada �� untuk satu 
kali periode produksi.  

 

3.3  Loop Berganda dengan Banyak Titik (Multi Loop Multi Vertex) 

 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai graf sistem produksi yang memiliki 

beberapa loop pada beberapa titik. Titik pada bahasan ini berarti unit pemrosesan yang 

nantinya pada graf akan direpresentasikan dengan bangun segiempat. Graf yang        

Gambar 3. Graf Sistem Produksi Loop Berganda 

Gambar 4. Graf Sistem Produksi Modifikasi Loop Berganda 
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                terbentuk adalah sebagai berikut. 

 

 
Gambar 5. menunjukkan bahwa pada unit pemrosesan �� dan �� 

masing-masing memuat 1 loop. Hal ini berarti bahwa �� dan �� masing-masing 
melakukan 2 pekerjaan untuk setiap satu kali periode produksi. Unit 
pemrosesan �� dan ��� yang memuat masing-masing 5 loop dan 8 loop 
melakukan 6 kali pekerjaan dan 9 kali pekerjaan untuk setiap satu kali periode 
produksi. Graf modifikasi yang dapat dibentuk dari Gambar 3.5 adalah sebagai 
berikut. 

 

 

 

 

 

 
 
 
Berdasarkan Gambar 6. unit pemrosesan bayangan (���) ditambahkan 

untuk merepresentasikan unit pemrosesan yang memuat loop pada	���. Hal 

yang sama juga dilakukan untuk semua unit pemrosesan yang mengandung 
loop. Banyaknya unit pemrosesan bayangan yang ditambahkan sesuai dengan 
banyaknya loop yang ada pada unit pemrosesan tersebut.  

Berdasarkan proses modifikasi dari ketiga jenis graf tersebut dapat terlihat 
bahwa banyaknya unit pemrosesan modifikasi setara dengan jumlahan unit 
pemrosesan ber-loop ditambah dengan banyaknya loop. Hal ini dapat 
dirumuskan sebagai berikut. 

 
Teorema 1 
Jika suatu graf ber-loop memiliki � unit pemrosesan dan memiliki total loop 
sebanyak �, maka banyaknya unit pemrosesan modifikasi yang terjadi 
sebanyak � + �. 
 

Gambar 5. Graf Sistem Produksi Multi Loop Multi Vertex  

Gambar 6. Graf Sistem Produksi Modifikasi Multi Loop Multi Vertex  
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Bukti : 
Diberikan suatu graf dengan � unit pemrosesan tak identik dan � ����. �	���� 
menandakan terdapat � pemrosesan identik yang terjadi sehingga terdapat � 
unit pemrosesan. Banyaknya unit pemrosesan yang terjadi � + � atau � + �. 

 
Setelah melakukan modifikasi graf dengan penambahan unit pemrosesan 

bayang sebanyak loop, selanjutnya akan dilakukan pemodelan sesuai graf 
modifikasi untuk masing-masing jenis graf. Pemodelan tersebut dilakukan 
sesuai dengan sistem persamaan linear max-plus waktu invarian berikut ini. 

 
�(� + 1) = � ⊗ �(�) ⊕ �⊗ �(� + 1) 
�(�) = � ⊗ �(�)                       (4) 

 
 

untuk � = 1,2,3,… dengan kondisi awal �(0) = ��, � ∈ ℝ���
�×� , � ∈ ℝ���

�×�, � ∈ ℝ���
�×� . 

Vektor �(�) ∈ ℝ���
�  menyatakan keadaan atau state, �(�) ∈ ℝ���

�   
adalah vektor input, dan �(�) ∈ ℝ���

�  adalah vektor output sistem saat waktu ke-�. 
SLMI seperti dalam definisi diatas secara singkat dituliskan dengan SLMI (�, �, �) 
dan dituliskan SLMI (�, �, �, ��) jika kondisi awal diberikan. Persamaan tersebut 
dapat didefinisikan sebagai berikut. 

i) �(� + 1) : waktu saat bahan baku dimasukkan ke sistem untuk pemrosesan ke 
(� + 1). 

ii) ��(�)        : waktu saat bahan dilakukan pemrosesan ke-� dan mulai bekerja untuk 
pemrosesan ke-� dengan waktu pemrosesan sebesar �� . 

iii) �(�)     : waktu saat produk kue ke-� yang diselesaikan meninggalkan sistem. 
 
Berdasarkan sistem persamaan linear yang telah dibuat untuk ketiga jenis graf tersebut 
dapat diperoleh hasil bahwa terdapat perbedaan pada entry matriks diagonal utama 
yang menunjukkan waktu proses unit pemrosesan bayangan. Entry yang menunjukkan 
unit pemrosesan bayangan merupakan hasil penjumlahan dari waktu proses unit 
pemrosesan asal dan waktu transfernya, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut. 
 
Teorema 2 
Jika �� menunjukkan suatu unit pemrosesan dengan loop sebanyak � dan �� 
menunjukkan unit pemrosesan bayangan ke-� maka ��� pada matriks � sama dengan 
((� + 1) × ��) + �, dengan �� menunjukkan waktu pemrosesan pada unit pemrosesan 
�� dan � menunjukkan total waktu transfer dari �� hingga �� . 
Bukti : Diberikan suatu graf seperti berikut. 

 
 
 

 
 
 
 
 
Diambil : � = ⨂���

� ��′ 
Untuk � = 1 

 

�� 

��� 
���  

���  

�� 

Gambar 7. Graf Sistem Produksi dengan n loop 
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Karena �� dan �� bekerja pada mesin yang sama, waktu pemrosesan 
yang dibutuhkan sampai �� selesai harus menunggu �� selesai. Waktu yang 
diperlukan untuk menyelesaikan pekerjaan pada �� adalah �� + ��� + �� =
2�� + ��� = (1 + 1)�� + ��� 

 
Untuk � = 2 
Dengan prinsip yang sama, waktu pemrosesan sampai �� selesai harus 
menunggu pemrosesan ��, �� selesai pemrosesan. Sehingga waktu yang 
diperlukan untuk mesin tersebut hingga menyelesaikan pekerjaan �� sama 
dengan waktu proses untuk menyelesaikan �� ditambah dengan waktu transfer 
ditambah dengan waktu pemrosesan pada �� sehingga dapat dituliskan 
:	(1 + 1)�� + ��� + ��� + �� = (1 + 1 + 1)�� + ��� + ��� = (2 + 1)�� +
⨂���

� ���  
Dengan menggunakan prinsip yang sama, pada � = � 
Waktu pemrosesan hingga �� dapat ditulistkan :(� − 1 + 1)�� +⨂���

�������� +
�� + ��� = (� − 1 + 1 + 1)�� +⨂���

������ = (� + 1)�� +⨂���
� ��� =

(� + 1)�� + � 
Karena waktu merosesan �� = (� + 1)�� + � menunjukkan lama waktu  �� 
dapat memulai pekerjaan ke-(� + 1) setelah menyelesaikan pekerjaan ke-� 
dengan � = 1,2,3,… maka menurut Definisi 2.16, lama waktu pemrosesan pada 
unit pemrosesan ��  jika disajikan ke dalam bentuk matriksnya akan bersesuaian 
dengan ��� .  Hal ini mengakibatkan, 
��� = (� + 1)�� + �      (5) 
 
Berdasarkan sistem persamaan linear tersebut dapat dicari barisan keadaan 
sistem dan output secara rekursif sesuai dengan kondisi awalnya. Selain itu, 
barisan keadaan ouput dapat dicari dengan menggunakan  
� = �⊗ �� ⊕�⊗ �   (6) 

 
dengan 

� = �

� ⊗ �

� ⊗ �⊗
�

⋮
� ⊗ �⊗

�

� dan � = �

� ⊗� �
� ⊗� ⊗� � ⊗�

… �
… �

⋮ ⋮

� ⊗ �⊗
���

⊗� � ⊗ �⊗
���

⊗ �
⋱ ⋮
… � ⊗�

� 

 
   

Berdasarkan pada barisan output yang diperoleh kemudian akan dicari input 
paling lambat yang membuat kualitas barang setengah jadi menjadi lebih 
terjaga. Pencarian waktu input paling lambat dilakukan dengan mencari sub 
penyelesaian terbesar (��) pada � = �⊗ �, yaitu : 

�� ��� �� 

1 mesin 

�� �� 

Gambar 8. Graf Sistem Produksi Modifikasi n loop pada loop pertama 
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−��(�) = �−�(�) + ��,��,�����

���
    (7) 

 
Berdasarkan input paling lambat kemudian dicari barisan keadaan sistem secara 
rekursif seperti sebelumnya. Waktu input paling lambat membuat barisan keadaan 
sistem maupun output menjadi periodik. Keperiodikan dari ketiga jenis graf tersebut 
memiliki beberapa kesamaan antara lain bahwa periode sistem yang dicapai adalah 
sebesar � yang merupakan nilai eigen maksimum dari matriks �. Selain itu, waktu 
input paling lambat untuk periode produksi pertama setara dengan nilai maksimum 
waktu pemrosesan untuk unit pemrosesan yang memulai pemrosesan secara langsung 
tanpa menunggu unit pemrosesan lainnya. Hal ini dapat dirumuskan sebagai berikut : 

 
Teorema 4.1 
Jika terdapat suatu persamaan  

�(� + 1) = �⊗ �(�) ⊕ �⊗ �(� + 1) 
�(�) = � ⊗ �(�), 

dengan matriks � = �

��� ���
��� ���

… ���
… ���

⋮ ⋮
��� ���

⋱ ⋮
… ���

�, � merupakan nilai eigen 

maksimum dari matriks �, dan input �(0) bersesuaian dengan matriks �, serta 
diketahui �� hingga �� merupakan unit pemrosesan yang memulai pemrosesan 
tanpa bergantung pada pemrosesan lainnya maka barisan input paling lambat 
agar barisan keadaan sistem periodik adalah [�, � + �, � + 2�,… , � + (� −

1)�] dengan � = ⨁ ������
� . 

 
Bukti : 

Misal diberikan nilai � = ⨁ ������
� , maka ���, ���,… , ��� ≤ �. ��, ��,… , �� 

merupakan unit pemrosesan yang bekerja secara langsung tanpa bergantung 
pada unit pemrosesan lainnya, sehingga waktu pemrosesan untuk tiap-tiap unit 
pemrosesannya sama dengan  ���, ���,… , ��� . � merupakan nilai eigen 
maksimum dari matriks �, sehingga � merupakan waktu terlama yang dimiliki 
suatu unit pemrosesan dalam sistem produksi untuk menyelesaikan 
pekerjaannya dalam satu periode. 

Selanjutnya akan diambil input paling lambat untuk produksi pertama. 
Karena  ��, ��, … , �� merupakan unit pemrosesan yang bekerja secara langsung 
maka unit-unit pemrosesan tersebut bergantung pada waktu input yang 
diberikan. Semakin cepat waktu inputnya, semakin cepat pula unit pemrosesan 
tersebut memulai pekerjaannya, begitupun sebaliknya.  

Dalam kasus ini akan dicari input yang paling lambat yang memenuhi 
�(1). Jika �(1) < � maka ada ��� = � yang memenuhi ��� > �(1). Jadi, 
�(1) bukan input paling lambat. Jika �(1) > � maka waktu produksi yang 
diambil menjadi tidak optimum karena semua unit pemrosesan dari �� hingga 
�� seharusnya telah dapat menyelesaikan proses pertamanya. Hal ini membuat 
barang akan keluar dari sistem melebihi dari waktu yang diharapkan. Sehingga 
diambil �(1) = � yang membuat �(1) tetap. 

Jika diambil periode < �, maka ada unit pemrosesan yang belum menyelesaikan 
pemrosesan sebelumnya saat unit pemrosesan yang lain telah melakukan pemrosesan 
periode selanjutnya. Hal ini membuat keadaan tidak periodik untuk semua sistem. 
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Selanjutnya diambil � sebagai periode yang merupakan waktu terlama yang dimiliki 
suatu unit pemrosesan dalam sistem produksi untuk menyelesaikan pekerjaannya 
dalam satu periode. Pengambilan � sebagai periode membuat semua unit pemrosesan 
telah selesai melakukan pemrosesan dan siap melakukan pemrosesan selanjutnya. 
Begitu pun untuk unit pemrosesan dengan waktu pemrosesan sebesar �, unit 
pemrosesan tersebut akan segera melakukan pemrosesan selanjutnya tanpa harus 
menunggu terlalu lama. 

Jika diambil periode > �, maka akan terjadi waktu tunggu pada unit pemrosesan 
dengan waktu proses terpanjang sehingga waktu pemrosesan menjadi tidak 
optimum.Sehingga, periode yang diambil untuk membuat barisan keadaan sistem 
menjadi periodik adalah �. Seperti dijelaskan diatas, bahwa unit pemrosesan yang 
bekerja secara langsung dapat memulai produksi sesuai dengan barisan input yang 
dimasukkan. Sehingga, agar barisan keadaan sistem optimum dan periodik, barisan 
input yang dipilih adalah [�, � + �, � + 2�,… , � + (� − 1)�] dengan � = ⨁ ������

� . 
 

4. Kesimpulan 
Berdasarkan pada pembahasan-pembahasan sebelumnya dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut. 
1. Sifat-sifat model matematika waktu produksi pada graf sistem produksi ber-

loop dengan menggunakan sistem persamaan linear aljabar max-plus adalah 
sebagai berikut. 

a. Jika suatu graf ber-loop memiliki � unit pemrosesan dan memiliki total loop 
sebanyak �, maka banyaknya unit pemrosesan modifikasi yang terjadi 
sebanyak � + �. 

b. Jika �� menunjukkan suatu unit pemrosesan dengan loop sebanyak � dan �� 
menunjukkan unit pemrosesan bayangan ke-� maka ���  pada matriks � 
sama dengan ((� + 1) × ��) + �, dengan �� menunjukkan waktu 
pemrosesan pada unit pemrosesan �� dan � menunjukkan total waktu 
transfer dari �� hingga ��. 

2. Jika terdapat suatu persamaan  
�(� + 1) = �⊗ �(�) ⊕ �⊗ �(� + 1) 

�(�) = � ⊗ �(�), 

dengan matriks � = �

��� ���
��� ���

… ���
… ���

⋮ ⋮
��� ���

⋱ ⋮
… ���

�, � merupakan nilai eigen maksimum 

dari matriks �, dan input �(0) bersesuaian dengan matriks �, serta diketahui �� 
hingga �� merupakan unit pemrosesan yang memulai pemrosesan tanpa 
bergantung pada pemrosesan lainnya maka barisan input paling lambat agar 
barisan keadaan sistem periodik adalah [�, � + �, � + 2�, … , � + (� − 1)�] 

dengan � = ⨁ ������
� . 
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