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Abstrak—Makalah ini akan membahas tentang gerak Brown fraksional dan sifat-

sifatnya. Gerak Brown fraksional merupakan teori pengembangan dari Gerak Brown. 

Gerak Brown standar adalah proses stokastik yang memiliki sifat saling bebas dan 

increments-nya berdistribusi normal. Gerak Brown fraksional merupakan bentuk 

umum dari gerak Brown dengan menambahkan satu parameter Hurst (H). Perumuman 

dari gerak Brown ini mempunyai banyak sifat menarik yang tidak dimiliki oleh gerak 

Brown sehingga menjadi model yang lebih realistis untuk banyak aplikasi di berbagai 

cabang ilmu misalnya matematika keuangan. Sifat gerak Brown yang sudah tidak 

dimiliki dalam gerak Brown fraksional adalah sifat saling bebas. Namun gerak Brown 

fraksional masih mempertahankan sifat bahwa increments-nya berdistribusi normal. 

Beberapa sifat menarik dalam gerak Brown fraksional antara lain self-similarity dan 

long-range dependent. 

Kata kunci: gerak Brown fraksional, Hurst, sifat-sifat gerak Brown fraksional  

 

I. PENDAHULUAN 

Gerak Brown pertama kali dibuktikan dan dicetuskan oleh Robert Brown seorang ahli Botani yang 

berasal dari Skotlandia pada tahun 1827. Selanjutnya pada tahun 1920, Norbert Weiner memodelkan gerak 

Brown dalam bentuk persamaan matematis. Gerak Brown adalah proses stokastik sederhana yang telah 

menjadi dasar untuk pengembangan proses stokastik yang lebih rumit, seperti proses gerak Brown 

fraksional. 

Pengertian tentang definisi gerak Brown diberikan pada Definisi 1. 

 

Definisi 1 

Misalkan ( , , ) F P   adalah ruang probabilitas. Untuk setiap   , dimisalkan ada fungsi kontinu ( )W t   

dengan 0t   sedemikian hingga memenuhi (0) 0W   dan mereka bergantung pada . Proses ( ), 0,W t t    

adalah gerak Brown jika untuk setiap 0 10 ,mt t t    increments  

 
1 1 0 2 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( )m mW t W t W t W t W t W t W t        

saling bebas dan setiap increments berdistribusi normal dengan  

 
1[ ( ) ( )] 0i iW t W t  E   (1) 

dan  

 
1 1Var[ ( ) ( )]i i i iW t W t t t      (2) 

 

Pergerakan harga saham merupakan salah satu contoh yang dapat dimodelkan dengan gerak Brown. 

Model pergerakan harga saham dapat dituliskan sebagai berikut : 

 ( )  ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW t     (3) 

Model (3) sering disebut dengan nama gerak Brown geometrik. Gerak Brown geometrik memiliki sifat 

bahwa increments-nya saling bebas. Sehingga mengakibatkan model ini memiliki asumsi bahwa 

increments harga saham juga saling bebas.   

Referensi [1] meneliti beberapa harga saham yang diperdagangkan di Brazil. Dalam penelitian itu 

menghasilkan bahwa ada data empirik harga saham di Brazil tidak saling bebas dalam rentang yang 

panjang (long memory). Referensi [2] juga mengungkapkan bahwa ada volatilitas harga saham di China 

juga memiliki sifat tidak saling bebas dalam rentang yang panjang. Sedangkan [3] menghasilkan hal yang 

senada saat meneliti harga saham di 15 negara yang ada. Karena hasil penelitian menyatakan cukup banyak 

S - 13 
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harga saham yang diperdagangkan memiliki sifat tidak saling bebas dalam rentang yang panjang (long 

memory) atau rendah (sort memory), maka perlu mengganti model gerak  Brown geometrik dengan model 

gerak Brown fraksional. Gerak Brown fraksional tidak lagi mensyaratkan bahwa data harus saling bebas. 

Pada makalah ini akan dibahas tentang definisi gerak Brown fraksional dan sifat-sifat pentingnya. 

 

II. DEFINISI GERAK BROWN FRAKSIONAL 

Pada tahun 1940, gerak Brown fraksional diperkenalkan oleh Kolmogorov untuk yang pertama kali 

dalam kerangka ruang Hilbert, yang diberi nama Wiener Helix. Selanjutnya pada tahun 1968, Mandelbrot 

dan Van Ness memperkenalkan proses tersebut dengan nama gerak Brown fraksional (Fractional Brownian 

Motion atau FBM). Dalam [4], 1968 telah dibuktikan repersentasi integral stokastik pada proses gerak 

Brown standar. Pengertian tentang definisi gerak Brown fraksional diberikan pada Definisi 2. 

 

Definisi 2 

Misalkan H suatu konstanta di dalam interval (0,1). Gerak Brown fraksional ( )

0( ( ))H

tB t 
dari indeks Hurst 

H adalah proses Gaussian terpusat dengan fungsi kovarian 

 ( ) ( ) 2 2 21

2
[ ( ) ( )] ( | | )H H H H HB t B s t s t s   E   (4) 

 

Dalam definisi di atas dikatakan bahwa gerak Brown fraksional adalah proses Gaussian terpusat, hal 

ini berarti ( ) (0) 0HB   dan nilai harapannya bernilai nol atau dapat ditulis  

 
( )[ ( )] 0 untuk semua 0HB t t E  

Sedangkan dengan menggunakan Definisi 2 maka akan ditentukan variansi dari gerak Brown 

fraksional yaitu sebagai berikut 

 

 

 

2
( ) ( ) 2

1
2

( )

( ) ( ) 2

( ) ( )

22 2

2

2

2

1
2

1
2

var[ ( )] ( ( )) ( )

( ) ( ) (0)

( ) ( )

(2 0)

(2 )

H H H

H H

H H

HH H

H

H

H

B t B t B t

B t B t

B t B t

t t t t

t

t

t

       

   

  

  















E E

E

E

  

Jika 1

2
H   maka mengakibatkan 2 1H  . Karena  2 1H   maka pastilah 

22 2 HH Ht s t s    sehing-

ga 
22 2 0

HH Ht s t s    . Atau dengan kata lain gerak Brown fraksional dengan parameter Hurst 

1

2
H   memiliki korelasi positif. Sama halnya Jika 1

2
H   maka mengakibatkan 2 1H  . Karena  2 1H   

maka pastilah 
22 2 HH Ht s t s    sehingga 

22 2 0
HH Ht s t s    . Atau dengan kata lain gerak Brown 

fraksional dengan parameter Hurst 1

2
H   memiliki korelasi negatif.  

Gerak Brown fraksional dengan parameter Hurst 1

2
H   merupakan gerak Brown fraksional yang 

sama dengan gerak Brown. Misalkan t s  maka diperoleh 

 

 
11 1 1 1
22 2 2 2

2( ) ( ) 2 21
2

1
2

[ ( ) ( )]

( ( ))

B t B s t s t s

t s t s

s

 
   

   



E

  

dan penjabaran di atas sama dengan sifat gerak Brown dalam [5]. 

Berdasarkan Definisi 2 dan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa gerak Brown fraksional 

mempunyai sifat-sifat sebagai berikut : 

 ( ) (0) 0HB   dan ( )[ ( )] 0HB t E  untuk semua 0t   
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 ( )HB  mempunyai increments yang homogen, yaitu ( ) ( )( ) ( )H HB t s B s   mempunyai hukum yang 

sama dengan ( ) ( )HB t  untuk , 0s t   

 ( )HB  adalah proses Gaussian dan 
( ) 2 2( ) ,H HB t t   E  dengan 0t   untuk semua (0,1)H   

 ( )HB  adalah lintasan kontinu. 

Selanjunya disusun program simulasi gerak Brown fraksional dengan beberapa variasi H dengan 

program Matlab dan mengahasilkan output Gambar 1. Dari Gambar 1 terlihat saat H semakin mendekati 

nol maka fluktuasi dari gerak Brown fraksional semakin sering dan untuk 1

2
H   merupakan gerak 

Brown yang memiliki memori yang pendek atau disebut short memory. Untuk 1

2
H   terlihat dalam 

gambar bahwa fluktuasi gerak Brown fraksional semakin jarang atau proses ini sering disebut sebagai 

proses dengan memori yang panjang atau disebut long memory atau long-range dependence. 

 

 
GAMBAR 1. GERAK BROWN FRAKSIONAL 

 

III. SIFAT SIFAT GERAK BROWN FRAKSOLNAL 

Pada bagian ini akan dipaparkan beberapa sifat gerak Brown fraksional. Pertama kali akan dibahas 

tentang korelasi antara dua incremen dari gerak Brown fraksional. Untuk 1

2
H  , ( )HB  adalah gerak 

Brown standar, oleh sebab itu increment dari proses ini saling bebas, hal ini ditunjukkan dengan 
penjabaran berikut  

 

               

       

       

       

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(

B t h B t B s h B s B t h B s h B t B s h

B t h B s B t B s

B t h B s h B t B s h

B t h B s B t B s

s

          
    

  


       
      

     
      

 

E E

E E

E E

) ( ) 0h s h s s    

  

dengan s s h t t h      . 



 ISBN 978-602-73403-1-2  

MS 82 

 

Hal ini kontradiksi dengan gerak Brown fractional dengan 1

2
H  , yaitu increment-nya tidak saling 

bebas. Hal ini ditunjukkan sebagai berikut : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ( ) ( ))( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

H H H H

H H H H H H H H

H H H H H H

H H

B t h B t B s h B s

B t h B s h B t B s h B t h B s B t B s

B t h B s h B t B s h B t h B s

B t B s

     

         

                



E

E

E E E

E

2 22 2 2 21 1

2 2

2 22 2 2 21 1

2 2

2 22 2 2 21

2

2 22 2 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

H HH H H H

H HH H H H

H HH H H H

H HH H H H

t h s h t h s h t s h t s h

t h s t h s t s t s

t h s h t s t s h t s h

t h s t s h t s t s

  

             
 

            
   

           


     





 
 

  





2 2 2

2

2 2 21

2

2 2 2 2 2 21

2

2 2 2 21

2

2

2

( 1) ( 1) 2

( 1) ( 1) 2

H H H

H H H

H H H H H H

H H H H

t s h t s h t s

nh h nh h nh

h n h n n h

h n n n

       
 

     
 

      

      

 

2 2 2 21

2
( 1) ( 1) 2H H H Hh n n n          (5)  

dengan s s h t t h       dan t s nh  . 

Sebuah kasus khusus dari proses runtun waktu adalah proses long memory (atau sering disebut long-

range dependence). Terdapat berbagai definisi dari long memory, namun pada intinya berdasarkan [6], 

alasan semula konsep long memory ini erat hubungannya dengan kestasioneran pada rata-rata. Referensi 

[7] mengatakan bahwa data yang dikategorikan sebagai data long memory ditandai dengan plot fungsi 

autokorelasi yang tidak turun secara eksponesial melainkan menurun secara sangat lambat. Fenomena long 

memory di dalam runtun waktu pertama kali dikenalkan dalam [8]. Sedangkan [9] dan [10] 

mengembangkan model Autoregressive Fractionally Integrated Moving Average (ARFIMA) untuk 

memodelkan long memory pada data runtun waktu. 

 

Definisi 3 

Suatu barisan stasioner ( )n nX 
menunjukkan proses long memory (atau sering disebut long-range 

dependence),  jika fungsi autocovarian ( ) : ( , )k k nn cov X X   memenuhi 

 
( )

lim 1
n

n

cn 




   (6)  

untuk suatu konstanta c dan (0,1)  . Dalam kasus ini, ketergantungan kX  dan 1kX   akan berkurang 

secara lambat untuk n mendekati tak hingga dan 

 
1

( )
n

n




    

 

Jika dipilih 
( ) ( ): ( 1) ( )H H

kX B k B k    dari ( )HB  dan 
( ) ( ): ( 1) ( )H H

kX B k n B k n      dari ( )HB , 

menggunakan (5), dengan ,t k  s k n   dan 1h   diperoleh 

 2 2 21
2

( ) [( 1) ( 1) 2 ]H H Hn n n n        (7) 

Selanjutnya menggunakan beda tengah orde kedua (second order central difference) dalam metode beda 

hingga, (7) menjadi 
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2 2

2 2

2
( ) ~ (2 1)

H
Hn

n H H n
n

 
 


  (8) 

untuk n mendekati tak hingga. Sehingga bila dipilih (2 1)c H H   dan 2 2H     maka 

menggunakan (6) dan (9) diperoleh  

 

2 2

2 2 2 2

( ) (2 1)
lim lim

(2 1) (2 1)

1

H

H Hn n

n H H n

H H n H H n

 

  




 



  

Karena (2 1)H H   merupakan konstanta, sedangkan 
2 2

1n

Hn 




  merupakan deret harmonic tingkat ke p 

dengan 2 2p H  , sehingga menggunakan [11] diperoleh : 

1. Jika 2 2 1p H    atau dapat ditulis 1
2

H   maka deret 
2 2

1n

Hn 




  akan konvergen. Sehingga dapat 

disimpulkan : 

Untuk 1
2

H  , maka 
1

2 2H

n

n




   . 

2. Jika 2 2 1p H    atau dapat ditulis 1
2

H   maka deret 
2 2

1n

Hn 




  akan divergen. Sehingga dapat 

disimpulkan : 

Untuk 1
2

H  , maka 
1

2 2H

n

n




   . 

 

Definisi 4 

Proses random bernilai d  yaitu 
0( )t tX X    dikatakan self-similar atau memenuhi sifat  self-similarity 

jika untuk setiap 0,a    terdapat 0b   sedemikian hingga 

 law( , 0) law( , 0)at tX t bX t     (10) 

 

Persamaan (10) memiliki arti bahwa kedua proses 
atX  dan 

tbX  memiliki fungsi distribusi dimensi 

berhingga yang sama yaitu untuk 
0 1, , , nt t t   yang dipilih di dalam ,  berlaku 

 
0 1 0 10 1 0 1( , , , ) ( , , , )

n nat at at n t t t nP X x X x X x P bX x bX x bX x  „ „ „ „ „ „   

untuk setiap 
0 1, , , nx x x  di dalam .   

 

Definisi 5 

Jika 
Hb a  dalam Definisi 5, maka 

0( )t tX X   dapat dikatakan sebagai proses self-similar dengan 

indeks Hurst H atau ia memenuhi sifat dari self-similarity dengan indeks Hurst H. Nilai 1D H  

dikatakan sebagai dimensi fraktal statistika dari X. 

 

Karena fungsi kovarian dari gerak Brown fraksional homogen dalam orde 2H, maka dapat ditentukan 
( )HB  adalah proses self similar dengan indeks Hurst H, yaitu untuk setiap konstata 0a   proses 
( ) ( )HB at  dan ( ) ( )H Ha B t   memiliki hukum distribusi yang sama. 

 

IV. SIMPULAN DAN SARAN 

Dalam pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa gerak Brown fraksional adalah bentuk umum dari 

gerak Brown dengan menambah satu parameter yang disebut parameter Hurst H. Jika parameter 1
2

H   

maka gerak Brown fraksional akan sama dengan gerak Brown. Jika 1
2

H   maka gerak brown ini dapat 

memodelkan data yang memiliki sifat long memory. Sedangkan Jika 1
2

H   maka gerak brown yang 

dihasilkan dapat digunakan untuk memodelkan data yang memiliki sifat sort memory. Sifat gerak Brown 
yang lain dan sering digunakan dalam aplikasi adalah sifat self similar.  Sehingga gerak Brown fraksional 
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adalah satu model yang dapat digunakan untuk memodelkan pergerakan harga saham, khususnya saham 
yang increments-nya tidak saling bebas. 
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