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INTISARI

Model autoregresif conditional (ARCH) pertama kali di oleh Engle pada
talun 1982 dengan mengeatlan kocsep conditonal heeroscedastc, ebah Konsep teotng keiasousasan
variansi dari data random. Dan perubahan variansi ini dipengaruhi oleh data random sebelumnya yang tersusun

dalam urtan wakt. Sedangkan Bollrsies (1986) mengembangkan 1ebih arjo model ARCH ‘menjadi model
‘generalized autoregresif conditional heteroskedastic (GARCH). Dalam model GARCH, perubahan variansinya,
selain dipengaruhi oleh beberapa data random sebelumnya, juga dipengarubi oleh sejumlah variansi dari data
random  sebelumnya. Dengan menggunakan model GARCH kita dapat meprediksikan harga saham
menggunakan data historisnya. Dan jika harga saham dapat diprediksi kita juga dapat memprediksi harga opsi,
khususnya opsi tipe Eropa. Opsi tipé Eropa merupakan suatu kontrak antara dua pihak dimana salah satu pihak
(pembel memilk ik, ukan kewajiba, untk membeliaau merjua dar phak (penjual), suaru saham
tertentu, dengan harga yang telah ditentukan/disepakati pada akhir periode waktu yang juga teiah ditcntukan.
Makalah ini membahas model penentuan harga opsi tipe Eropa menggunakan GARCH.

Kata kunci: GARCH, opsi tipe Eropa

PENDAHULUAN
ungguh popular dan mendunia di tengah kegiatan pasar ekonomi dalam beberapa dekade ini.
Tidak hanga di burse-bursa. besar sepetl European Options Exchinge 4 Amsterdam dan di Chicago Board
Options Exchange (CBOE), tetapi_ di bursa kecil seperti di Sydney pun telah memperdagangkan opsi. Di
perti ura, Malaysis, dan Filipina tidak mau kefinggalan memperdagangkan opsi

paro kedua tahun 2003 dan dibuka secara resmi scjak 6 Oktober 2004. Walaupun opsi mampu memberikan
keuntungan yang besar, namun para investor sangat perlu berhati-hati dalam melakukan kegiatan pasar dengan

opsi, karena selain opsi itu sangat kompleks, opsi mengalami kerugian
kerandoman yang ditimbulkan dari perubahan harga saham (jika aset dasar dari opsi adalah saham) yang tidak
menentu.

ccara sederhana dapat dijelaskan bahwa opsi merupakan suatu kontrak antara dua pihak dimana salah
satu pihak (pembeli) memiliki hak, bukan kewajiban, untuk membeli atay menjual dari pihak lain (penjual),
suatu sekuritas (jaminan) atau aset tertentu seperti halnya saham, dengan harga yang telah ditentukan/disepakati
(m./u price) dalam periode waktu yang juga telah ditentuken (evercise time). Jika aset yang melandasinya
‘maka opsi tersebut diistilahian opsi saham. Dalam hal opsi, aset yang melandasinya tidak hanya
nlum tetapi ada juga indeks saham, nilai mata vang, obligasi, dan lnin-lin. Pemegang opsi mempunyai hak
yang penuh untuk memutuskan menjalankan opsi tersebut atau tidak. Jika opsi tersebut menguntungkan, maka
opsi tersebut dijalankan, tetapi sebaliknya jika opsi tersebut tidak menguntungkan, maka pemegang opsi boleh
tidak haknya. Apabila pada’ saat jatuh tempo pemegang opsi tidak menggunakan haimya,
hak terscbut akan hilang dengan sendirinya. Dengan demikian opsi yang dimilikinya tidak mempunyai nilai lagi
atau nilainya nol.

Ovsi dibdakan menurst esinys, yae ol call dan opsi put. Opsi call adalah hak untuk membeli
suatu sekuritas, sedangkan opsi pur adalah hak untuk menjual suatu sekuritas. Opsi juga dibedakan atas waktu
pembayaran (waktu dimans opsi tersebut dijlankan). Ada dus tpe apei memurut waktu pembayaran, yai opsi
tipe Amerika dan opsi tipe Eropa. Opsi tipe Amerika adalah opsi yang dapat dilaksanakan kapan saja antara
tanggal pembelian sumpai masa jatuh temponya (sampai usia opsi terscbut berakhr). Sedangkan opsi tipe Eropa.
adalah opu y-ng hanya dapat dilaksanakan pada masa jatuh tempo opsi ters

k dan Scholes (1973) memperkenalkan scbuah formula pencntuan harga opsi dalam bemu.k
pﬂunnxvx d-tmnsm, yang dikenal sebagai formula harga opsi Black-Scholes, yang dapat membantu
imesior sabas meneonian speah farga opsi terlalu mahal atau sebaliknya terlalu murgh relatif techadap g
saham pada saat itu, Formula Black-Scholes tersebut sangat praktis, karena variabel-variabel input ymg
dibutuhkan tersedia secara umum. Selain formula yang diperkenalkan oleh Black dan Scholes, pada waktu
hampir bcmmnn. Merton (1973) bekerja secara terpisah menemukan formula yang sam
bebarapa penelitian yang beberbeda telah dibahas model runtun waktu unmk return saham ynml
model yang berdasarkan heterokedastic. Model autoregresif conditional heteroskedastic (ARCH) pertama kali
diperkenalkan oleh Engle pada tshun 1982 dengan mengenalkan konsep Conditional Heteroscedastic, Seouah
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PENENTUAN HARGA OPSI TIPE EROPA "
YANG ASET DASARNYA MENGIKUTI PROSES GARCH

& Chatarina Enny Murwaningtyas
Staf Pengajar Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Sanata Dharma, Yogyakarta,
E-mail: enny@usd.ac.id

INTISARI

Model autoregresif conditional heteroskedastic (ARCH) pertama kali diperkenalkan oleh Engle pada
tahun 1982 dengan mengenalkan konsep conditional heteroscedastic, sebuah konsep tentang ketidakkonstanan
variansi dari data random. Dan pf:fibahan variansi ini dipengaruhi oleh data random sebelumnya yang tersusun
dalam urutan waktu. Sedangkan Bollerslev (1986) m@igembangkan lebih lanjut model ARCH menjadi model
generalized autoregresif conditional heteroskedastic (! CH). Dalam model GARCH, perubahan variansinya,
selain dipengaruhi oleh beberapa data random sebelumnya, juga dipengaruhi oleh sejumlah variansi dari data
random sebelumnya. Dengan menggunakan model GARCH kita dapat meprediksikan harga saham
menggunakan data historisnya. Dan jika harga saham dfght diprediksi kita juga dapat memprediksi harga opsi,
khususnya opsi tipe Eropa. Opsi tipe Eropa merupakan suatu kontrak antara dua pihak dimana salah satu pihak
(pembeli) memiliki hak, bukan kewajiban, untuk membeli atau menjual dari pihak lain (penjual), suatu saham
tertentu, dengan harga yang telah ditentukan/disepakati pada akhir periode waktu yang juga telah ditentukan.
Makalah ini membahas model penentuan harga opsi tipe Eropa menggunakan GARCH.

Kata kunci: GARCH, opsi tipe Eropa

PENDAHULUAN

Opsi sungg opular dan mendunia di tengah kegiatan pasar ekonomi dalam beberapa dekade ini.
Tidak hanya di bursa-bursa besar seperti European Options Exchang Amsterdam dan di Chicago Board
Options Exchange (CBOE), tetapi di bursa kecil seperti di Sydney pun telah memperdagangkan opsi. Di
kawasan Asia Tenggara seperti Singapura, Malaysia, dan Filipina tida]?au ketinggalan memperdagangkan opsi
di bursa resmi yang terorganisir. Di Indonesia, perdagangan opsi baru disimulasikan di Bursa Efek Jakarta pada
paro kedua tahun 2003 dan dibuka secara resmi sejak 6 Oktober 2004. Walaupun opsi mampu memberikan
keuntungan yang besar, namun para investor sangat perlu berhati-hati dalam melakukan kegiatan pasar dengan
opsi, karena selain opsi itu sangat kompleks, opsi juga mengandung resiko mengalami kerugian yang disebabkan
kerandoman yang ditimbulkan dari perubahan harga saham (jika aset dasar dari opsi adalah saham) yang tidak
menentu. 2
Secara sederhana dapat dijelaskan bahwa opsi merupakan suatu kontrak antara dua pihak dimana salah
satu pihak (pembeli) memiliki hak, bukan kewajiban, untuk membeli atau menjual dari pihak lain (penjual),
suatu sekuritas (jaminan) atau aset tertentu seperti halnya saham, dengan harga yang telah ditentukan/disepakati
\k:ke price) dalam periode waktu yang juga telah ditentukan (exercise time). Jika aset yang melandasinya
i(alah saham, maka opsi tersebut diistilahkan opsi saham. Dalam hal opsi, aset yang melandasinya tidak hanya
saham, tetapi ada juga indeks saham, nilai mata vang, obligasi, dan lain-lain. Pemegang opsi mempunyai hak
yang penuh untuk memutuskan menjalankan opsi tersebut atau tidak. Jika opsi tersebut menguntungkan, maka
opsi tersebut dijalankan, teta?sebaliknya jika opsi tersebut tidak menguntungkan, maka pemegang opsi boleh
tidak menggunakan haknya. Apabila pada saat jatuh tempo pemegang opsi tidak menggunakan haknya, maka
hak tersebut akan hilang dengan sendirinya. Dengan demikian opsi yang dimilikinya tidak mempunyai nilai lagi

atau nilainya nol.
Opsi dibedakan menurut jenisnya, yaitu opsi call dan opsi put. Opsi call adalah hak untuk membeli
suatu sekuritas, sedangkan opsi put adalah hak untuk menjual suatu sekuritas. Opsi juga dibedakan aktu

pembayaran (waktu dimana opsi tersebut dijalankan). Ada dua tipe opsi menurut waktu pembayaran, yaitu opsi
tipe Amerika dan opsi tipe Eropa. Opsi tipe Amerika adalah opsi yang dapat dilaksanakan kaﬂsaja antara
tanggal pembelian sampai masa jatuh temponya (sampai usia opsi tersebut berakhir). Sedangkan opsi tipe Eropa
adalah opsi yang hanya dapat dilaksanakan pada masa jatuh tempo opsi tersebut.

Black dan Scholes (1973) memperkenalkan sebuah formula penenmalaaarga opsi dalam bentuk
persamaan diferensial, yang dikenal sebagai formula harga opsi Black-Scholes, yang dapat membantu para
investor saham menentukan apakah harga opsi terlalu mahal atau sebaliknya terlalu murah relatif terhadap harga
saham pada saat itu. Formula Black-Scholes tersebut sangat praktis, karena variabel-variabel input yang
dibutuhkan tersedia secara umum. Selain formula yang diperkenalkan oleh Black dan Scholes, pada waktu
hampir bersamaan, Merton (1973) bekerja secara terpisah menemukan formula yang sama.

Dalam bebarapa penelitian yang beberbeda telah dib model runtun waktu untuk refurn saham yaitu
model yang berdasarkan heterokedastic. Model autoregresif conditional heteroskedastic (ARCH) pertama kali
diperkenalkan oleh Engle pada tahun 1982 dengan mengenalkan konsep Conditional Heteroscedastic, sebuah
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gsep tentang ketidak-konstanan variansi dari data random. Dan perubahan variansi ini dipengaruhi oleh data
random sebelumnya yang tersusun dalam urutan waktu, Sedangkan Bollerslev ( 1986) meng@lbangkan lebih
lanjut model ARCH menjadi model generalized autoregresif conditional heteroskedastic (GARCH). Dalam
model GARCH, perubahan variansinya, selain dipengaruhi oleh beberapa data random sebelumnya, juga
dipengaruhi oleh sejumlah variansi dari data random sebelumnya. Model yang ditawarkan melalui GARCH
terkesan lebih masuk akal untuk memodelkan urutan waktu data random dengan tingkat volatilitas yang tinggi.
Makalah ini akan membahas penentuan harga opsi menggunakan model runtun waktu GARCH.

PEMBAHASAN

Model Harga Saham

Peningkatan harga saham dibangun dengan menggunakan proses Brownian motion standar. Misalkan (Q, F, P)
adalah basis stokastik, dengan Q himpunan semesta, F adalah o-field, P adalah ukuran pada (Q, F), dan {F}:0
adalah filtration. Proses {B}so adalah proses Brownian motion berkenaan dengan ukuran P. Misalkan ¢ > 0
adalah koefisien volatility (fluktuasi harga saham/deviasi standar return saham), dan p e R adalah appreciation
rate(ckspektasi return saham). Peningkatan dari harga saham S ditentukan dengan proses random sebagai berikut

ds,=S,(pdt+c dB) (0))
Jika persamaan (1) dicari penyelesaiannya maka diperoleh
2
lea

S, =85, exp{[,u—-—é—]t+0'3,} ()

Proses random yang didefinisikan seperti pada Persamaan (2) pertama kali dibicarakan oleh Samuelson (1965)
dan selanjutnya proses random tersebut dinamakan geometric (economic) Brownian motion. Jika akan
diperhatikan harga saham pada saat t — 1 maka persamaan (2) akan menjadi

2
S =8, exp{[ H— %—J (t-DN+o B,_l} 3)
Dan persamaan (3) dapat ditulis dalam bentuk
2
Se=8,, exp{— ( H— %—J (t-)-o B,_,} 4

ﬁi persamaan (4) disubtitusikan ke persamaan (2) maka diperoleh

vl 2
S, =85, exp{—(,u —%—J(i -)-o B,_l}exp{(,u —%Jt + o'B,}

= Sr—l exp{[/‘ - %ZJ + 0( Bl == Bt—l )}

®
Karena {B}0 adalah proses Brownian motion berkenaan dengan ukuran P, maka
B,— B, ~B~N(0,1)
Misalkan g, | F,~ N(0, c?) dengan ¢, terukur-F,, maka harga saham satu periode berikutnya adalah
a®
S, =5, exp{p ) +g, )
S H—T : ’ ; 451153
Jika dimisalkan A = dengan r adalah koefisien bebas resiko, sehingga persamaan (6) menjadi
o
-
S, =S8, expyr —-74-/?,0' +6, )

Karena variansi dalam model GARCH tidak konstan dan bergantung pada waktu, maka persamaan (7) tersebut
dapat ditulis kembali dalam bentuk

2
m(Sﬁ'—] =r-Zt 70,45, ®
-1
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dengan &, memiliki rata-rata nol dan variansi bersyaratnya 0‘,2 terhadap ukuran probabilitas P, r adalah
koefisien bebas resiko, dan A adalah konstanta unit resiko premi. Persamaan (8) ini disebut model return saham.
Berdasarkan asumsi lognormal maka nilai harapan dari rerurn adalah exp(r -o? / 2+ Ao,) dan variansinya

adalah o7} .
Asumsi lebih jauh dalam model refurn saham ini adalah £, mengikuti model GARCH dari Bollerslev (1986)

terhadap ukuran P, yaitu
&|F ~NQ, o)

2 _ 2 2
O, =& + iaigt-i + iﬁio‘t—i )]
i=1

@ i=1
dengan F, adalah himpunan informasi pada waktu t, p>0,¢>0, @, 2 0 dan B:.20.

Hubungan Nilai Resiko Netral Lokal

Nilai resiko netral konvensional tidak mengakomodasi heteroskedastisitas dari refurn saham. Hubungan nilai
resiko netral lokal (local risk-neutral valuation relationship/LRNVR) adalah bentuk umum dari nilai risiko netral
yang mengakomodasi heteroskedastisitas.

Definisi 1

Suatu nilai ukuran Q dikatakan memenuhi hubungan nilai resiko netral lokal jika ukuran Q saling kontinu mutlak
berkenaan dengan ukuran P, S/S,1 | F, berdistribusi log normal (dengan ukuran Q),

S
E° (S : :F,_l) =" (10)
t-1

var? (ln (Sf;) T:—1) = var? (ln (_%)

hampir pasti yang berkenaan dengan ukuran P.

5",_1) an

Misalkan suatu proses Y, sedemikian hingga Y/|F, berdistribusi normal dengan rata-rata dan variansi konstan
terhadap ukuran-P. Didefinisikan Q dengan dQ = exp ((r —p)T + X7, Y,)dP. Hal ini berakibat bahwa
Q adalah ukuran dan saling kontinu mutlak berkenaan dengan ukuran P.

Teorema 1
Jika S, o = EP(S,exp (—p + ¥,)|F,_,), maka
1) Q adalah ukuran probabilitas

2) untuk variabel random W, terukur-F, maka E¢[W}|F, _,] = EP W.exp ((r —p) + Y)IF, _4]-
Bukti :

Karena diketahui dQ = exp((r — p)T + !, Y,)dP maka
f 1dQ = [ exp((r—p)T+ ZT Y,)dp
=5 (exo - PTH ). _VIT)
- g T,
=& [ep )T - D+ Ve (G -p) T

= E? |exp ((r -p)(T-1)+ zr:iyt)efp [exp (—p + Y Fr_4] L’Fo}

Diketahui bahwa S,_, = E¥(S,exp (—p+ Y, )IF,_;) berarti EF(exp(—p+ Y )IF, o) =¢e""
dengan r adalah koefisien bebas resiko. Sehingga diperoleh

[ 1d0=£7 e ((r — AT -1+ Z“Y) 1%,
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Jika proses itu dilanjutkan maka akan diperoleh I 1dQ =1, berarti terbukti @ adalah ukuran probabilitas.
Untuk pembuktian bagian selanjunya dapat dibuktikan menggunakan Teorema Radon-Nikodym, yang berakibat

(r=p)T+Y, Y, .
e i merupakan P-as dan untuk W, suatu variabel random terukur- F, memenuhi
EYw,IF. = Ef[Wexp (r—p) + YF, 4]

Teorema 2

Jika S,y = E¥(S,exp (~p + V)IF; ~1), maka

1) S/S..1| F.s berdistribusi log normal dengan ukuran 0.
2) EP(S,/5;y|Fesd =€"

) vort (n () )= v (n2)

Bukti :
Untuk membuktikan bagian 2) digunakan Teorema 1, diperoleh

E@ (siii?"i) =E* (;'ji—Iexp((r —p)+ Y,)l Tg_i)

”

e

=5 E e (-p+ ¥)IFg) = €7

t—1
Selanjutnya akan dibuktikan bagian 1) dan 3). Pada Teorema 1 bagian ke 2), telah dibuktikan
EW,IF,_,] = E¥ [Wexp ((r — p) +¥)IF. 1]
Untuk #, suatu variabel random terukur-F,. Jika W, terukur- F, jadi W,° dengan ¢ € R juga terukur- ¥, dan
berlaku juga persamaan diatas. Jadi

EUWSIF _,] = E'[WWexp ((r—p) + 1) =4y

:Fs-l) hampir pasti yang berkenaan dengan ukuran P.

Maka berlaku juga
oy PR (e — )+ Y7
Se . -1~ Sf_lexp ((r—p)+ %) Fes

E? [exp(c ‘In (sil)) F _1] = EP [exp (c In (S_fi-)) exp((r—p)+Y,)

oL
JkaX, = (-sfi)’ maka diperoleh
-3

F r-z]

Eexp(cX,)|F, 4] = E” [exp(cX,Jexp ((r — p} + )IF_,]
Sedangkan berdasarkan penjelasan sebelumnya diketahui bahwa X,/ F, berdistribusi normal dengan rata-rata dan
variansi konstan terhadap ukuran-P. Misalkan rata-rata dan variansi dari X/|F, terhadap ukuran-P adalah p, dan
atz ,dan Y¥,= a + B X, + U, dengan U, adalah variabel random yang lain dengan rata-rata 0. Maka '
Eexp(cX )% 4] = Ef [exp(cX, + (r —p} + Y 4l

= EF[exp(cX, + (r— p) + « + BX. + U, )| % _4]

= oxp(r — p + @ )E* [exp((c + )X+ U, )|Fii] (12)
Nilai harapan dan variansi gabungan dari (¢ + B) X, dan U, dengan ukuran P adalah :
E[(c+ B)X,+ U] = p.(c +B)
var|(c+B)X, + U,] = (c + B)*ol + ET[U7]
Menggunakan fungsi pembangkit moment maka diperoleh
E” [exp((c + B)X, + Uy )|Fis] = exp(pue(c + B) +((c +B)?0f + ETIUFD) )
E*[exp((c + B)X. + U, )|F.—s] = exp(p(c + B) + 3(c? + 2cp + B*)o? +ET[U]] )

= exp (;ﬂzog + B+ 2EF[UZ] + 2P0l + ol + Baf))

Jadi persamaan (12) menjadi
E®[exp(cX,)|F,_,] = exp(r —p + ot + 1B%07? + B + SEF[U]]) X

exp (gczof +olp, + Ba‘f)} 13)
Jika ¢ = 0 maka persamaan (13) menjadi
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E% 1= 1 =exp(r — p+ a+ 3p3c} + p,p+EF[UF]) (14)
Bila Persamaan (14) disubtitusikan ke Perasamaan (13), maka diperoleh
E%exp(cX,)IF, 1] = exp (%c’a,’ + c(e, + ﬁa,z)) (15)

Sehingga jika ¢ = 1 maka persamaan (15) menjadi
1
Eexp(X )% = exp (Jo? + G, +Ba?)
Dengan kata lain persamaan diatas adalah fungsi pembangkit moment dari X,, jadi
K, =ln (ST;E)I Fe-1~ N (g, + B0, 07} terhadap ukuran @

Jadi terbukti bagian 1. Sebelumnya telah dikatakan rata-rata dan variansi dari X,|F, terhadap ukuran-P adalah p,
dan.¢7,2, jadi terbukti bahwa bagian 3 dipenuhi juga.

Teorema 3

Agen ckonomi akan memaksimalkan utilitas yang diharapkan dan fungsi utilitas pada

waktu terpisah dan aditif, maka LRNVR memenuhi tiga kondisi berikut :

1) Jika penghindar resiko relatif dari fungsi utilitas bernilai konstan maka logaritma dari jumlahan konsumsi
berdistribusi normal dengan mean dan variansi konstan terhadap ukuran P.

2) Jika penghindar resiko absolut dari fungsi utilitas bernilai konstan maka logaritma dari jumlahan konsumsi
berdistribusi normal dengan mean dan variansi konstan terhadap ukuran P.

3) Jika fungsi utilitas adalah linier, maka logaritma dari jumlahan konsumsi berdistribusi normal dengan mean
dan variansi konstan terhadap ukuran P.

Bukti :

1) Karena penghindar resiko relatif dari fungsi utilitas bernilai konstan maka memenuhi

_ n(U'(€)) - n(U'(C,-,)
3 In(¢,) —In(C,_,)
Sehingga diperoleh
In(U'(C,)) = In(U'(C,-1)) = (=4 (In(C,) - In(C,-,))

U@\ _ G
i (U'(Cz-i)) - (—ll)ln(ce—)

Karena telah diasumsikan In(C,/C,_;) berdistribuspormal dengan rata-rata dan variansi konstan
terhadap ukuran P, maka In{U’(C,)/U'(C,_,)) juga berdistribusi normal dengan rata-rata dan variansi

konstan terhadap ukuran P.
2) Karena penghindar resiko absolut dari fungsi utilitas bernilai konstan maka memenuhi

_ _In(U'(€)) - In(U'(C.-4))
2 C: - C:—i
Sehingga diperoleh

In(U'(C,)) — In(U'(Ce-)) = (—A)(C.— Coy)

)
In{ ——=] = (-1,)(C,—C,.
(U’(C__i) ( 2)( t t?)
Karena telah diasumsikan €, — C,_4 erdistripi normal dengan rata-rata dan variansi konstan terhadap
ukuran P, maka In(U'(C,)/U'(C,-,)) juga berdistribusi normal dengan rata-rata dan variansi konstan
terhadap ukuran P.
3) Karena fungsi utilitas adalah linier, sehingga
UC)=aC,+c

Maka )
vc)
U(C)=a dan— =1
L (‘%-1)

Jadi rasio marginal utilitas
u'(c)

In (—) =0~ N(0,0)

U'(€;-q)
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Jadi dapat disimpulkan dalam ketiga kondisi diatas, jelas bahwa In(U"(C,)/U"(C,_;)) berdistribusi normal
dengan rata-rata dan variansi konstan terhadap ukuran P.

Model Harga OpSl Garch
Pada bagian ini akan dibahas mengenai harga opsi GARCH dengan hubungan nilai resiko netral lokal dipenuhi.

Teorema 4
LRNVR berakibat bahwa, terhadap ukuran Q,

2
ln(ﬁ’—) =r—92‘—+/10', ry

-1

dengan
&|F,~NO, ©7)
dan
2 g 2 ¢ 2
o, =a;+ Z ai(éf—l _ ’1'0-:-1) + z Bo.;
i=1 i=1

Bukti :

Pada Teorema 2 telah dibuktikan In(Sy/S,.,) | F.; berdistribusi normal terhadap ukuran Q. Misalkan

(-1
dengan v, adalah variabel random yang berdistribusi normal dan memiliki rata-rata 0 dan variansi sama dengan
In(S/S.;). Dengan kata lain akan dibuktikan bahwa

2
1. v,=r-%o,

2 olmaotY e —Ao, )+ Bal,

i=1 i=1

Persamaan (16) dapat ditulis kembali dalam bentuk

5= exp(v +4,) (17)
flgikedua ruas dicari nilai harapannya terhadap ukuran @, maka diperoleh
Se
£ [ 25| 7] = EOexp(v, + &) |7t] = exp(n,) - Eexp(4,)|F]

g=-1
Maka dengan fungsi pembangkit moment untuk variabel random yang berdistribusi normal diperoleh

ln(i =v,+¢£ (16)

S,

EC L s .‘Ft] = exp(v, + —var° (1“(5 _ )l.’r‘" _1)) -E@[1]Ft] (18)
=1 -1

Menggunakan Teorema bagian ke 3 yang berbunyi,

Var? (ln (i-)l.‘F _1) Var® (in . )'fF _1) = a,z, maka persamaan (18) dapat ditulis sebagai

-1

berikut :
S,

E? —‘I :Ft] = axp (v, + -z;a'f) (19)
t—1

Dilain pihak Teorema 2 bagian 3 berbunyi

E¢ :Ft] =e" 20)

Jika persamaan (20) di subtitusikan ke persamaan (19) maka diperoleh

exp(v: + 30,2) =g

Sehingga terbukti bagian 1 yaitu v, + —0‘2 =ratauy, =T — 30,2

Perhatikan kembali model harga saham dcngan GARCH yang diyatakan dalam persamaan (8), seperti berikut

2
ln(ES'—)w—%hla, +¢&, @1
1=
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Sedangkan hasil pembuktian pada bagian 1 diatas menghasilkan

S
ln(—-—’-) =r-Lta} +¢ 22)
S

Dan menggunakan kembali bagian 3 dalam Teorema 3, seperti berikut

S S
port ()7 v ()
t-1 1
Jika persamaan (21) dan (22) saling disubtitusik;;, maka dihasilkan persamaan berikut

2 _ 2
r-tol+Ado,+¢5 =r-%o; +¢

Maka
, g, =¢£ Ao, 23)
Jika persamaan (23) disubtitusikan ke persamaan (9) maka diperoleh

0':2 =a,+ iai (4: - Ao, )z.+ iﬂialz—i
i=1

i=l

Jadi terbukti bagian 2.

Teorema §
Teorema 4 mengakibatkan

S; =85, exp((T—t)-r—%ia: + if,)

s=1+] s=r+l
terhadap ukuran Q.
Bukti :

Menggunakan Teorema 4 diperoleh ln(S Ty ) =r —%0',2 +¢&,, untuk setiap ¢ € R terhadap ukuran Q maka

o) Bl 2)- S-rore)-Br-Baer B

-1 s=1 s=1+1 s=t+] s=t+1 s=t+]

=(T—t)-r—i—'2—af+ifx

s=1+1 s=t+]

Sehingga
1 T /3
S, =S,exp| T —t)-r—=2.0,+ &,
2 s=1+] s=1+1
Dengan kata lain terbukti teorema diatas.
Teorema 6
Proses diskonto ¢S, adalah martingale terhadap ukuran Q.

Bukti :
Bila Teorema 5 sedikit dimodifikasi maka diperoleh

S, =85, exp(r ——12—0, +¢, ) 24)
Sehingga nilai harapan bersyarat dari e S, adalah
E®[exp(—71)5, 1%, 1] = E®[exp(—r)S,_sexp(r — 202 + &)|Fi]
= St—lexp(—r(t - 1))50 [exP(—%atz + 5:) [?r -1]
Karena & | F, ~ N, 0',2) terhadap ukuran @, dan menggunakan fungsi pembangkit moment
E%[exp(¢,) |%._;] = exp(%0;?), maka diperoleh

E%exp(—7t)S,|F -] =S5, yexp(—r(t— 1))
Jadi dengan kata lain terbukti ¢S, adalah martingale terhadap ukuran Q.
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Sehingga dengan menggunakan Teorema 6, dapat ditentukan harga opsi call tipe Eropa dengan harga kontrak
sebesar K dan waktu jatuh tempo 7 dapat ditentukan dengan rumus

€ = exp(—rTYE? [max(S; — K, 0)|F,] 25)

KESIMPULAN

Dalam makalah ini talah dibahas tentang tinjauan analitis dari model penentuan harga opsi dengan
menggunakan model GARCH. Bila kita dapat menyusun model GARCH menggunakan data historinya maka
tentu saja kita dapat menduga harga opsinya. Dan harga opsinya dapat dihitung ‘menggunakan persamaan (25).
Sedangkan persamaan (25) berdasarkan model harga saham yang digambarkan dalam persamaan (8).
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