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ari gerak Brown satu
numan ini mengakibatkan beber dalam gerak Brown sudah
dak berlaku lagi. Pada makalah ini akan dibahas representasi integral stokastik
rown fraksional. Ber ndelbrot dan Van Ness (1968) gerak
didefinisikan dalam bentuk integral stokastik. Selain mer
ntang definisi integral stokastik berdasarkan Mandelbrot dan Van Ness. akan
ditujukkan juga memenuhi sifat kovariansi dari proses gerak Brown fraksional.

Kata kunci: Gerak Brown Fraksional, Integral Stokastik

PENDAHULUAN

Pada tahun 1940, gerak Brown fraksional diperkenalkan oleh Kolmogorov untuk
yang pertama kali dalam kerangka ruang Hilbert, yang diberi nama Wiener Helix.
Selanjutnya pada tahun 1968, Mandelbrot dan Van Ness

dengan nama gerak Brown fraksional (Fractional Brownian Motion atau FBM). Dalam

emperkenalkan proses tersebut

makalah Mandelbrot dan Van Ness (1968) telah dibuktikan repersentasi integral stokastik
pada proses gerak Brown standar.

Gerak Brown fraksional merupakan teori pengembangan dari teori Brownian
Motion atau lebih dikenal Gerak Brown. Perumuman dari gerak Brown ini mempunyai
banyak sifat menarik yang tidak dimiliki oleh gerak Brown sehingga menjadi model yang

lebih realistis untuk banyak aplikasi di berbagai cabang ilmu misalnya matematika

. fisika polimer, hidrologi, jaringan telekomunikasi dan sebagainya. Beberapa

sifat menariknya a

ra lain self-similarity, stationary increment, long-range dependent,

kekontinuan Holder

lintasan sampel, dan sifat non-Markov

Pad:

atika keuangan, model gerak Brown geometrik mengasumsikan bahwa
return saham berdistribusi normal. stasioner dan saling bebas. Pada kenyataannya harga
saham cukup banyak yang tidak saling bebas dalam rentang yang pendek (short memory)
atau dalam rentang yang panjang (long memory). Model yang bisa mengatasi hal it
adalah gerak brown fraksional. Gerak brown fraksional pertama kali dikenalkan oleh

Mandelbrot dan Van Ness (1968).
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Abstrak: Gerak Brown fraksional adalah proses stokastik yang merupakan
pengembangan dari gerak Brown standar. Gerak Brown fraksional merupakan
bentuk umum dari gerak Brown dengan menambahkan satu parameter Hurst (H).
Perumuman ini mengakibatkan beberapa sifat yang ada di dalam gerak Brown sudah
tidak berlaku lagi. Pada makalah ini akan dibahas representasi integral stokastik
untuk gerak Brown fraksional. Berdasarkan Mandelbrot dan Van Ness (1968) gerak
Brown dapat didefinisikan dalam bentuk integral stokastik. Selain memaparkan
tentang definisi integral stokastik berdasarkan Mandelbrot dan Van Ness, akan
ditujukkan juga memenuhi sifat kovariansi dari proses gerak Brown fraksional.

Kata kunci: Gerak Brown Fraksional, Integral Stokastik

PENDAHULUAN

Pada tahun 1940, gerak Brown fraksional diperkenalkan oleh Kolmogorov untuk
yang pertama kali dalam kerangka ruang Hilbert, yvang diberi nama Wiener Helix.
Selanjutnya pada tahun 1968, Mandelbryan Van Ness memperkenalkan proses tersebut
dengan nama gerak Brown fraksional (Fractional Brownian Motion atau FBM). Dalam
makalah Mandelbrot dan Van Ness (1968) telah dibuktikan repersentasi integral stokastik

Gerak Brown fraksional merupakan teori pengembangan dari teori Brownian

pada proses gerak Brown standar.

Motion atau lebih dikenal Gerak Brown. Perumuman dari gerak Brown ini mempunyai
banyak sifat menarik yang tidak dimiliki oleh gerak Brown sehingga menjadi model yang
lebih realistis untuk banyak aplikasi di berbagai cabang ilmu misalnya matematika
keuangan, fisika polimer, hidrologi. jaringan telekomunikasi dan sebagainya. Beberapa
sifat menariknya antara lain self-similarity, stationary increment, long-range dependent,
kekontinuan Hoélder dari lintasan sampel, dan sifat non-Markov.

Pada matamatika keuangan, model gerak Brown geometrik mengasumsikan bahwa
return saham berdistribusi normal, stasioner dan saling bebas. Pada kenyataannya harga
saham cukup banyak yang tidak saling bebas dalam rentang yang pendek (short memory)
atau dalam rentang yang panjang (long memory). Model yang bisa mengatasi hal itu
adalah gerak brown fraksional. Gerak brown fraksional pertama kali dikenalkan oleh

Mandelbrot dan Van Ness (1968).
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Dalam perkembangan teori gerak Brown fraksional, terdapat beberapa definisi
representatif integral gerak Brown fraksional. Pada tulisan ini akan menggunakan definisi
gerak Brown fraksional yang dipresentasikan pertama kali sebagai rata-rata bergerak dari

increments Brownian yang diperkenalkan oleh Mandelbrot dan Van Ness (1968).

HASIL DAN PEMBAHASAN

GERAK BROWN FRAKSIONAL
Sebelum membahas definisi gerak Brown fraksional, terlebih dahulu akan

dikenalkan notasi yang digunakan yaitu :

. |x jikax..0
(x), = !
0 jikax<0

Jika H suatu konstanta di dalam interval (0,1), berdasarkan Rostek (2009), gerak
Brown fraksional {B(H)(t),t € JR} adalah proses stokastik yang didefinisikan sebagai

berikut

B"(0)=0 (1)
e
B @ =c,| [ (=9 = b | 2)

dengan {B(H)(t),tER} adalah gerak Brown standar, H dikatakan sebagai

parameter Hurst dan

| 2HI(G-H)
c, = =
! \TQ+H)DQ2-2H)

(3)

adalah konstanta normalitas dengan [" adalah fungsi gamma. Berdasarkan definisi

diatas, untuk 7 >0 maka B“(¢) dapat dituliskan kembali sebagai berikut

B"(1)=c, “ ((r —s) T _(s)" }1’3(5)+j((f _s)i }iB(s)} 4)

—a

Dipilih nilai parameter spesial H =1 maka diperoleh
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BY() =, j((;—s)*“z—(—s)*‘z dB(s)+rj((r—s)*'*)dB(S)}
4]

—a0

1]

|
j ((t=5)" =(=s)")dB(s) +J'((r —s)" )dB(s)}

| —oo

Ml ‘j (1 _dB(s) +j'(1)dB(S)}

—at

I
-~

Il
~

= r_‘%de(s)

= B(1)

dengan

oo | 23TG—3)
FrE+hHre-2-4

_ @
RSN

=1

Selanjutnya akan diperlihatkan apakah nilai harapan gerak Brown fraksional sama
dengan 0. Berdasarkan definisi gerak Brown pada (2), terlihat bahwa gerak Brown
fraksional bergantung dengan gerak Brown standar, sedangkan nilai harapan dari gerak
Brown standar adalah 0. Jadi berakibat nilai harapan dari gerak Brown fraksional juga
sama dengan 0, atau dapat dituliskan

E[B'"(1)] =0 untuk semua r =0

Dalam beberapa artikel yang membahas tentang gerak Brown fraksional, proses stokastik
tidak didefinisikan melalui integral representasi melainkan klasifikasi gerak Brown
didasarkan pada sifat kovariasinya yaitu tergambar dalam definisi berikut.

Definisi 1.
Misalkan H suatu konstanta di dalam interval (0,1). Gerak Brown fraksional (B(”’(r))&u
dari indeks Hurst H adalah proses Gaussian terpusat dengan fungsi kovarian

E[B" (1B (s)] :%(r“" +s—11—sP") (5)
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Sehingga tertarik untuk membuktikan bahwa definisi gerak Brown berdasarkan (2)
juga memiliki sifat (5). Untuk pembuktian ini diperlukan Lemma yang akan dibahas di
sub bab berikutnya, sehingga bukti ini akan dibahas kemudian.

Gerak Brown fraksional adalah proses self similar yang berarti bahwa untuk setiap
a >0, variabel random Blm(afi‘) mempunyai hukum probabilitas sama dengan
a” B (r). Konstanta H menentukan tanda dari kovarian increments gerak Brown
fraksional. Jika H >4 maka kovariannya positif dan jika H <4 maka kovariannya
negatif. Sifat lain dari gerak Brown fraksional adalah jika H >4 maka prosesnya
bersifatlong memory dan jika H <1 maka kovariannya prosesnya bersifat sort memory.
Sifat self similar dan long memory menjadikan gerak Brown fraksional suatu alat yang
sesuai untuk penerapan dalam matematika keuangan. Hal ini disebabkan karena ada harga
saham yang memiliki sifat long memory.
INTEGRAL STOKASTIK UNTUK GERAK BROWN FRAKSIONAL

Ditentukan suatu konstanta Hurst H dengan ]5< H < 1. Berdasarkan Biagini, Hu,
(Jksendal, dan Zhang %)8) didefinisikan

Hs.)=HQH -Dt—sP"? dengan s,t €] (6)

Dan untuk 5,7 > 0, maka diperoleh

jjq&(u,v)dudv = ”H(2H D) lu—v P 2dudy

0o oo

I
Ay 1|8
=I(Hlu—v [ ]L')a’v
i

:
=I(H |s—v P —H |-y FH! )dv
(1]

:
:J.(Hls—vlzﬁ_' —H Iyl )dv
(1]

28
| -1H—1 1 [
=(=41s—vP" 11w P
- - (1]

20

— — 2

=—Lls—t P L g P L PR

=4(1s P 12 B — 15— )
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Misalkan S([])adalah ruang Schwartz dari fungsi mulus yang menurun dengan

cepat pada [| ,dan f € S(U) yang didefinisikan sebagai berikut
30
I fl= j j ) f@OP(s,0)dsdt < o 7)

Jika ruang S (1) dilengkapi dengan hasil kali dalam (inner product) berikut
(9]
(f-8)y = [ [ F)g@g(s,ndsel (8)
dengan f,geS(]), maka ruang S([]) dapat dinotasikan dengan L;.(ﬂ ) . menjadi
ruang Hilbert separabel. Jadi (L;(D ),(-,-)] adalah ruang Hilbert.

Jika feL;(1]) . didefinisikan

[ F@0dB™ (1) =1lim [ £,(0)dB" (1) 9)
dengan
f.(t) = Zai"l“‘ INGESI0
I[r. i }(f) = {1 Jlkd 'c ["r' JH—] )
i 0 untuk yang lain
d.
"
jﬂ,(:)dﬁ““(x);:Za;'(B‘”’(:H)—B‘”’(r,)] (10)

Secara umum definisi dari integral stokastik relatif terhadap gerak Brown fraksional
dapat diberikan menggunakan representasi integral dari gerak Brown fraksional pada
Persamaan (2). Untuk menyederhanakannya, dibatasi pada suatu integran yang

deterministik. Untuk f € r ((1,)yAL(1,[1) didefinisikan

[ f®aB " @) =c,(H -] [ [a r)”‘if(r)erdB(r) (n

dengan ¢, didefinisikan berdasarkan (3)
Lemm:
Jika f(f)=1_, (f) dengan

1 jikare(—m,s]
I{m,s](r) = .
0 untuk yang lain
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maka (2) identik dengan Persamaan (11).

Bukti :
19

B w=[1_,  m»aB"™" @

=cy(H ——i)j[j(z—r)ﬂ_il{_,_‘l(z)dr]dB(r)

T

« Bl 0
=c, (H ——;)j[j'(x - " Fdr+[a- r)H_%dx}iB(r)

= CHI[I(H D —0)" T dr+ [ (H —~ ;)(r—r)”‘?dr}m(r)

= CHI[(.F— "

CHI((S—I)H—l —(r—r)H—L +(r— f)H_%—(—r)”‘% )dB(z—)

T

- r)H_"'r, )dB(r)

CHI((S — z')H_J:' —(—)" = )dB(z’)

Jadi terbukti jika f(f) = I, ,(t) maka (2)identik dengan Persamaan (11)
Lemma 3
Misalkan

o0
12 (£ @) = e, (H =5 [ (=) f (e

dengan c,, didefinisikan berdasarkan (3)dan I" menotasikan fungsi gamma. Maka [fr-uz

adalah suatu isometri dari L:,- (1) ke ().
Bukti :

Menggunakan definisi fungsi gamma dan fungsi beta maka diperoleh

I_":“‘“'” ((r _“)H% (s _“)H%)du = J‘:' ((r —(s— ""))H%(s —(s— V)JH%)a’v
NG T
:j:((r—s+(r_s)w)n—§((r —s)w)”_;)(; — S)dw
B TR
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Lujn{.s-,r)((r _u)y-—; (s —u)”“‘;)du f—gH2 ju"((l + W)H-% wH'%)dw

of
:Ir—slz”"zj 2w

i}

s B((H-1),(2-2H
S B(-4) (25 20)
Ly s T )T (2220
' r(3-H)
=lr—s P2 — B (12)
c, (H—3

Diasumsikanf dan g adalah fungsi kontinu yang kompak. Berdasarkan definisi diatas

maka menggunakan (12)diperoleh
23

(If_”zf(u),lf_mg(u)>

20

:<¢-H (H- ;)j(.«:—w)“‘-*”f(.«;)ds,.cH (H- ;)I(r —u)“-'-*”g(r)dr>

iy

:J.{CH(H ~H[s=w" 2 f (s)dse, (H —lj)j(r—u)”'j”g(r)dr}du
o o
=c}(H —%)ij{j(s —u)" 2 f(syds [ (=) " g(r)dr}du

I it

min{s.1}
_c;(H—lj)ljjf(s)g(r){ j (s—a)”‘-‘”(;—u)”‘“du}usdr

2 N s  2H
=c,(H-91) ij(q)g(r){l r=sl m}d&ﬂ

=ci(H —Lf)lj'jf(s)g(r)zH(H — Dl —s P2 dsdt
=i (H =4[ [ f(9)g()HQ2H ~1) 11— 5P dsat

:”f(s)g(r)q}(s,:usdr

-1/2

Jadi terbukti 1”7 adalah suatu isometri dari L;-(: ) ke ().
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Lemma 4
Jika f,ge L;(ﬂ) maka j‘f(IJdB[H}(I) dan j‘f(.i)dB[H}(.f) terdefinisi dengan baik

(well-defined) dengan rata-rata nol, variabel random Gaussian dengan variansi | f I; dan

|g|; dan
w8 ;
E[jf(r)dﬁ‘ (0] g(s)dB' ’(SJJ=Hf(r)g(chﬁ(s,rstdr

=(f.8) (13)
Bukti :
Menggunakan (11) dan (12) maka diperoleh

B{jE’(s)dﬂ‘”}(s)jg(r)dﬂ‘”’(r)}
—E{a (H—])[[](e—r)”“ (e)vadB(r)
ey (H=1)[ [ (r—r)”‘%g(r)drjds(r)}
= {i H-1[ U(s—r)”‘%f(s)aieJdB(r)
| [j (t —r)”‘%g(r)erdB(r)}

= (H-1) ED[ (c—r)”'%f(s)dstB(r)

/
I[](r— )i g(r)erdB(r)}

mlll[f‘ﬂ
ETjj{f(s)g(:) j (s—r)H_%(.'—r)H_%dB(r)dB(r)Ddsdr}
minis.s}
=r§(H—%)3H[f(s)g(r)[ | (r—r)”'%(s—r)”'%drj]dsd;

—x

2 2 ﬁH72 2H
:.‘_‘;;(H_%)_J‘I[f(r)g(-‘;) [“_.‘; I° C;(T_%J]d‘;df
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E D' Fs)dB"™ (s)| g(r)dB{”}(r)} =2H(H-H| [ f(s)g(0)1t =5 dsdt

=[[f)eHQH =D 11=5P"? dsdi

- J' J' f(8)g(t)g(t,s5)dsdt
n B (fvg >.p

Jadi terbukti bahwa E Df(s)dB{”’(s)j g(r)dB{”’(r)} =(f.8),.

Lemma 5
Jika gerak Brown fraksional didefinisikan sesuai dengan Mandelbrot dan Van Ness (1968)
yaitu yang tertuang dalam (2), maka korelasi dari gerak Brown fraksional memunuhi sifat

(5) berikut

1 2 2 2
E[B‘“’(r)B‘“’(s)]:E(r“ +5 " —lt—s ")
Bukti :
Jika f(u)=1,, dan g(v)=1, , dan menggunakan Lemma 2 dan Lemma 4 maka

diperoleh
E[B'B" |=E J‘Im”(u)dB{m(u)jlm‘sl(v)dB{”‘(v)}
= jj Iw‘”(u)lm‘”(v)qﬁ(u, v)dudv
2
= jj L. (L (WH (2H ~D)lu—v P dudy
=HQH —l)Hl u—v I dudy

—H(2H—1)J‘ j(v u)* ’du+j(u V> 2 du Jdv

j( —(v—u)y" ']u+[(u—v)2”’]]:‘]dv

[i
k]

_ j JH—] lH—] )dv
0

1

_ 5|:VZH (- v)zhr]:
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E[ BB ]= lz(zw +57" — (t=s)™")

Jadi terbukti jika gerak Brown fraksional didefinisikan sesuai dengan Mandelbrot dan Van
Ness (1968) yaitu yang tertuang dalam (2), maka korelasi dari gerak Brown fraksional

memunuhi (5).

SIMPULAN

Representasi gerak Brown fraksional yang tertuang dalam (2) merupakan bentuk
integral stokastik dari gerak Brown. Tujuan dalam makalah ini adalah menjabarkan
tentang representasi integral gerak Brown fraksional yang diperkenalkan oleh Mandelbrot
dan Van Ness (1968). Selain itu ditunjukkan bahwa representasi dalam (2) memenuhi

sifat kovariansi gerak Brown fraksional pada (5). Dan hal ini tertuang dalam Lemma 5.
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